N° Ordre
de la these

2158

THESE

présentée
DEVANT L’UNIVERSITE DE RENNES 1

pour obtenir
le grade de: DOCTEUR DE L’UNIVERSITE DE RENNES 1
Mention : Mathématiques et applications
PAR
Frédéric LEHOBEY
Equipe d’accueil: IRMAR — UMR CNRS 6625 — Rennes

Ecole Doctorale : Mathématiques de I’Ouest

Composante universitaire : Institut de Mathématiques de Rennes

TITRE DE LA THESE:

Calcul et factorisation interactive de résolvantes
de Lagrange en théorie de Galois effective

Soutenue le 17 septembre 1999 devant la Commission d’Examen

COMPOSITION DU JURY :

Michel OLIVIER Rapporteur, Président
James H. DAVENPORT Rapporteur

Paul ZIMMERMANN Rapporteur

Michel PETITOT Examinateur

Félix ULMER Examinateur
Marie-Francoise ROY Directrice

Annick VALIBOUZE Directrice







Remerciements

Je remercie James H. DAVENPORT, Michel OLIVIER, Paul ZIMMERMANN de m’avoir fait
I’honneur d’accepter d’évaluer ce travail. J’ai tiré grand profit de leurs observations.

Je remercie Félix ULMER et Michel PETITOT d’avoir accepté de faire partie de ce jury.
J’ai apprécié leur sympathique compagnie et leur compétence au sein des laboratoires ou je
les ai fréquentés.

Je remercie tout particulierement Marie-Francoise ROY et Annick VALIBOUZE pour le
privilege que j’ai eu de les avoir comme directrices dans ce travail. Elles savent trop ce que je
leur dois. Merci pour leur disponibilité, leur expérience et leur enthousiasme communicatif.

Je dois aussi beaucoup a tous les collegues qui ont fréquenté le projet Galois, Isa-
belle GIL DELESALLE, Jean-Marie ARNAUDIES, Antoine COLIN, Lionel DUcoS, Ines AB-
DELJAOUED et tout particulierement a Nicolas RENNERT pour notre collaboration amicale
et fructueuse.

Je remercie tous les autres collegues rencontrés dans les divers laboratoires que j’ai fré-
quentés au cours de cette these: ceux de 'IRMAR (Rennes), du LIP6 (Paris) et du LIFL
(Lille) et plus spécifiquement ceux des équipes de calcul formel de ces laboratoires. Merci
aussi a tous les personnels de ces laboratoires, secrétaires, administrateurs systeme, biblio-
thécaires, dont la présence et la compétence sont de grande valeur dans I’exercice quotidien
de la recherche.

La réalisation de cette these a été possible grace aux soutiens financiers et matériels du
CNRS, de la région Bretagne, du Ministere de I’Education Nationale de la Recherche et de
la Technologie et de 'UMS MEDICIS CNRS 658.

Je remercie tous les amis et ma famille qui ont fait preuve d’une grande patience et
indulgence a mon égard au cours de ces années industrieuses. Merci aussi a tous ceux qui
m’ont offert leur toit, ma porte leur sera toujours ouverte et mon amitié acquise.

Cette these est dédiée a tous ceur qui n’auratent pu assister a sa soutenance, méme s’ils
Uavaient voulu, empéchés qu’ils en €taient par notre lot.






AL AAJLJLS L7 LT AVEL A L LA JALULAT e

Table des matieres

1 Outils de la théorie de Galois effective 15
1.1 Groupes . . . . . . 15
1.2 Partitions et invariants . . . . . .. .. Lo 16
1.3 Polynomes et anneaux de polynémes . . . . . . .. .. ... ... L. 17
1.4 Groupes de Galois . . . . . . . .. L 18
1.5 Résolvantes . . . . . . .. L 19
1.6 La « chasse aux résolvantes ». . . . . . . . .. ... .. ... ... . ..... 21
1.7 Facteurs des résolvantes . . . . . . .. ... L Lo 21

2 Les outils du calcul de résolvantes 23
2.1 Autour du polynoéme caractéristique . . . . . . . ..o 23

2.1.1 Justification de la terminologie . . . . . .. ... oL 24
2.1.2  Autre polynéme lié au polynome caractéristique . . . . . . .. . ... 24
2.1.3 Polynoéme caractéristique et résolvante de Lagrange . . . . . .. ... 25
2.1.4  Polynéme f-évalué et polynoéme caractéristique . . . . . . ... ... 25
2.1.5  Polynéme f-évalué et résolvante de Lagrange . . . . . . . . ... ... 26
2.2 Polynémes réciproques et troncature . . . . .. ... 26
2.3 Lerésultant . . . . . . . 28
2.3.1 Propriétés classiques du résultant . . . . .. .. ... 29
2.3.2  Compatibilité du résultant avec le modulo . . . . . .. .. ... ... 29
2.3.3 Résultant et transformation réciproque . . . . . .. ... 29
2.3.4 Echange des opérations quotient et résultant . . . . . .. ... L. 30
2.3.5  Définition du discriminant d’un polynéome . . . . . . ... ... ... 31
2.4 Motifs de partition . . . . . .. L 32
2.5 Calcul de racines r-iemes de polynéomes . . . . . .. ... 33
2.5.1 Cadre du calcul de la racine r-ieme . . . . . .. .. ... 33
2.5.2 Factorisation sans facteur carré . . . . ... ... 34
2.5.3 Algorithmes issus de la décomposition polynomiale . . . . ... ... 36
2.5.4  Suppression des termes superflus . . . ... .00 38
2.5.5 Méthodes d’inspiration analytique . . . . . . .. .. .. ... ... 39
2.5.6 La méthodede Miller . . . . . . . ... ... ... ... ... 44
2.6 Anneau non integre . . . . . ... Lo 46
2.7 Conclusion . . . . . . .. 47



AL A LJLJLS LT AVEL AL LA JALULAT

3 Calcul récursif de résolvantes 49
3.1 Définitions . . . . . . . e 49
3.2 La méthode de Soicher . . . . . . . ... oo 50
3.3 Cas d’un invariant quelconque . . . . . . ... L oL 53
3.4 Elimination de puissances, acte 1 . . . ... ..o Lo 55
3.5 Elimination de puissances, acte 2 . . . .. L. 58
3.6 Les invariants simples. . . . . . .. .. Lo 60
3.7 Conclusion . . . . . . L 65

4 Modules de Cauchy 67
4.1 Modules de Cauchy . . . . . .. .. . o 67
4.2 Résultat principal . . . . . ... 68
4.3 Calcul du polynéme f-caractéristique . . . . . . .. . ... 68
4.4  Preuve du théoreme 4.4 . . . . . . . .. ... 70
4.5 Remarques diverses . . . . . . ... 70
4.6 Généralisation aux multi-résolvantes . . . . . ... ... 72
4.7 Numérotation des variables . . . . . . .. ... o000 77
4.8 Conclusion . . . . . . . L 77

5 Factorisation 79
5.1 Un algorithme général de factorisation . . . . ... .. ... ... ... ... 79
5.2 Préparation de la factorisation . . . . . . .. ..o 80

5.2.1 Partie primitive . . . .. .o 80
5.2.2  Factorisation sans facteur carré . . . . ... ... 80
5.3 Raffinements a la préparation . . . . . . .. ... o000 81
5.3.1 Détection de polynémes particuliers . . . . . . . ... ... ... ... 81
5.3.2  Criteres d’irréductibilité . . . . . .. ... o000 82
5.3.3 La décomposition polynomiale fonctionnelle . . . . . . .. ... ... 86
5.4 Berlekamp-Zassenhaus . . . . . .. ... Lo oL 88
5.4.1 Factorisation modulaire . . . . . .. ... 000 88
5.4.2 Lemme de Hensel effectif . . . . . ... ... ... ... ... ..... 90
5.4.3 Factorisation finale sur les entiers . . . . . . .. ... ... ... 91
5.5 Raffinements au schéma de factorisation . . . . .. ... ... .. ... ... 92
5.5.1 Choix du premier . . . . . . ... 92
5.5.2  Bornes et reformulation . . ... ..o o000 99
5.5.3 Enumération des combinaisons possibles . . . . .. ..o 103
5.6 La factorisation partielle interactive . . . . . . . .. ... 104

6 Outils de la factorisation interactive 107

6.1 Un ordre sur les motifs de partition . . . . . . ... .. ... ... ... 107
6.1.1 Définitions . . . . . . ... 107
6.1.2  Définition d’un ordre sur les motifs de partition . . . ... ... ... 110
6.1.3  Propriétés de ’application suce, . . . . . .. ... 112
6.1.4 Propriétés de l'ordre . . . . . . ..o 116

6.2 Reformulation du probleme de remontée . . . . .. .. .. ... 117



AL AAJLJLS L7 LT AVEL A L LA JALULAT

6.2.1
6.2.2
6.2.3

Méthode de remontée de Collins et Encarnacién . . . . . . . . . . ..
Reformulation du probleme de remontée . . . . . . . ... ... ...
Améliorations . . . . . . ... Lo

6.3 Conclusion . . . . . . . . .

7 Implantation

7.1

7.2

7.3

Principes généraux . . . . . .. ...

7.1.1
7.1.2
7.1.3
7.1.4

Un nouveau domaine AXIOM . . . . . . . . . . . v v v v v v v
Les données stockées . . . . . . . . . ...
Factorisation non triviale . . . . . . . . . .. ... .. ...
La factorisation partielle . . . . . . .. ... .. ... ... ......

Factorisation modulaire interactive . . . . . . . . . . . .. .. ... ... ..

7.2.1
7.2.2
7.2.3
7.2.4
7.2.5
7.2.6
7.2.7
7.2.8

Initialisation . . . . . . . . ...
Mise sous forme unitaire . . . . .. .. ... L L.
Factorisation sans facteur carré . . . . ... .. ... ... ......
Factorisation en degrés distincts . . . . . .. .. ...
Factorisation en degrés égaux . . . . . . .. .. ... ...
Factorisation non triviale . . . . . . .. ... ... ... .. ... ...
La factorisation partielle . . . . . . .. ... .. ... ... ......
Les informations disponibles . . . . . . . .. .. ... .. ... ...

Factorisation interactive sur les entiers . . . . . . . . . . . .. .. ... ...

7.3.1
7.3.2
7.3.3
7.3.4
7.3.5
7.3.6
7.3.7
7.3.8
7.3.9
7.3.10
7.3.11

Initialisation . . . . . . . .
Détection de polynémes particuliers . . . . . .. . ... .. ... ...
Primitivité du polynome . . . . . . .. ... oL
Factorisation sans facteur carré . . . . . . . .. ... ... ... ...
Criteres d’irréductibilité . . . . . . . . ... oL
La décomposition fonctionnelle polynomiale . . . . . ... ... ...
Les factorisations modulaires . . . . . . . . . . . .. ... .. .. ...
Remontée de Hensel des facteurs modulaires . . . . . . .. ... ...
Combinaison des facteurs . . . . . . . . . . . .. ... .
La factorisation partielle . . . . . . .. ... .. ... ... ......
Les informations disponibles . . . . . . . ... ... ... ... ...

A Calculs de résolvantes
A.1 Calcul récursif de résolvante . . . . . . . . . . . ...

A.2 Calcul par les modules de Cauchy . . . . ... ... ... ... 0 L.

B Fonctionnement du factorisateur interactif

B.1 Un exemple tres particulier. . . . . . . . ... oo
B.2 Autresexemples. . . . . . .
B.3 Problemes posés par AXIOM . . . . . . . . . . . .
B.4 Conclusions provisoires et perspectives . . . . . .. .. ... ... ... ...

Index

118
122
126
129

131
131
132
133
134
135
135
135
136
136
137
137
138
138
138
140
140
141
141
141
142
142
143
144
145
146
147

155
155
158

161
161
164
166
169

180



AL A LJLJLS LT AVEL AL LA JALULAT



Introduction

Pour déterminer le groupe de Galois d’un polynoéme f, la théorie de Galois effective utilise
la factorisation de polynémes déduits du polynéme f, les résolvantes de Lagrange, a méme
corps des coefficients que le polynome f.

Nous améliorons les méthodes de calcul symbolique des résolvantes basées sur le résultant.

Nous montrons aussi comment adapter les algorithmes de la factorisation des polynomes
pour utiliser les informations connues a priori sur les résolvantes (elles viennent de la théorie
des groupes).

La factorisation étant pour nous un moyen et non un but, nous introduisons le concept de
factorisation interactive pour rendre immédiatement accessibles les nouvelles informations
sur la factorisation des résolvantes trouvées au cours du processus de factorisation.

Ce concept n’est pas spécifique a la théorie de Galois effective ni a la factorisation de résol-
vantes. Il peut étre utilisé pour toute factorisation de polynémes pour lesquels I'information
cherchée ne demande pas forcément une factorisation complete.

Historique schématique des travaux
en théorie de Galois effective

Soit f un polynéme de degré n qui nous est connu par ses coefficients rationnels.

Le « théoreme fondamental de 1’algebre » (ou théoreme de d’Alembert) nous dit qu’il
s’annule en exactement n points du plan complexe, ses racines.

Un probleme ouvert de I'antiquité jusqu’au XIX€siecle était d’exprimer les racines du
polynome f en fonction de ses coefficients grace a des fonctions « simples », en l'occurrence les
opérations algébriques classiques (addition, soustraction, multiplication, division), auxquelles
est adjointe ’extraction de racine.

Les solutions a ce probleme sont appelées résolutions par radicauz de l’équation f =0 et
des formules de cette nature étaient connues depuis 'antiquité pour n = 1 et n = 2. CARDAN
et TARTAGLIA ont donné des solutions pour n = 3 et FERRARI pour n = 4.

Au XIX€siecle, ABEL et RUFFINI ont répondu négativement a la question pour n = 5.
E. GALOIS a donné, en forgeant la notion de groupe, un critere valable pour tout n qui
indique si un polynéme a ou non ses racines exprimables par radicaux.

L’idée de E. GALOISs, inspiré par J. L. LAGRANGE, consiste a étudier les relations entre
les racines du polynéme f. Cela revient a étudier les expressions laissées invariantes par
échange de racines.

Les échanges de racines correspondent a des permutations du groupe symétrique sur n élé-
ments &,,. L’ensemble des permutations laissant invariantes toutes les relations algébriques
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entre les racines forme un groupe. Ce groupe est appelé maintenant groupe de Galois du
polynome f. Si, et seulement si, ce groupe jouit de certaines propriétés (s’il est résoluble) les
racines du polynéme f pourront étre exprimées par radicaux en fonction de ses coefficients.

Au-dela de la résolubilité par radicaux, des polynémes de méme groupe de Galois par-
tagent les mémes propriétés a 1’égard de leurs racines et les mémes méthodes de résolution
pourront leur étre appliquées.

La détermination du groupe de Galois permet donc de choisir la méthode la plus adaptée
a la forme de résolution cherchée ou de répondre directement a certaines questions sur les
propriétés du polynome.

Cependant, si la question de détermination du groupe de Galois est théoriquement résolue,
les calculs symboliques qui la sous-tendent sont impraticables et Galois lui-méme refusait de
s’y soumettre (en introduction de son mémoire a I’Académie des Sciences):

Si maintenant vous me donnez une équation que vous aurez choisie a votre gré, et
que vous désiriez connaitre si elle est ou non résoluble par radicaux, je n’aurai rien
a y faire que de vous indiquer le moyen de répondre a votre question, sans vouloir
charger ni moi ni personne de le faire. En un mot les calculs sont impraticables.

Sont apparus depuis E. GALOIS ces esclaves serviables du mathématicien que sont les
ordinateurs et les logiciels de calcul formel (ou symbolique).

La théorie de Galois effective cherche, entre autre buts, a faire déterminer le groupe
de Galois par ces outils modernes en introduisant une notion d’efficacité: nous souhaitons
obtenir les résultats de 1’algorithme de notre vivant et si possible dans un délai raisonnable
(qui dépend de la patience de I'interrogateur et de la puissance des moyens de calcul mis a
sa disposition).

L’outil utilisé par E. GALoIS pour calculer (inefficacement) le groupe qui porte son nom
a été introduit par J. L. LAGRANGE [59]. Il s’agit d’un polynome a coefficients dans le méme
corps que f: la résolvante de Galois. Sa factorisation permet de déterminer le corps de
décomposition du polyndéme f (comme extension algébrique de Q) et donc le groupe de
Galois de f. Il s’agit malheureusement d’un polynome de degré n! dont la factorisation, ou
méme la manipulation, devient tres vite impossible pour les systemes de calcul formel.

En fait la résolvante, introduite par J. L. LAGRANGE et reprise dans [14], [114] et [60],
peut étre calculée pour un sous-groupe H de &,,. Dans ce cas, le degré de la résolvante est
alors I'indice de H dans &,,. Pour des sous-groupes de faible indice, sa factorisation redevient
accessible au calcul formel.

R. P. STAUDUHAR a introduit dans [91] la notion de résolvante relative. Il y a montré
comment calculer les résolvantes (relatives et absolues) par calcul numérique a partir de va-
leurs approchées dans C des racines. Malheureusement, I'information obtenue sur ces autres
résolvantes ne porte que sur l'inclusion ou non du groupe de Galois dans le sous-groupe H.
Il devient alors indispensable de connaitre auparavant la classification des sous-groupes de
GS,,. Cette classification a été effectuée jusqu’au degré 31 pour les sous-groupes transitifs, qui
correspondent aux polynomes irréductibles, grace aux avancées algorithmiques de la théorie
des groupes des années 1960 a nos jours [22], [23] et [34].

Y. EICHENLAUB et M. OLIVIER ont prolongé la méthode de Stauduhar jusqu’au degré
11 (voir [42] et [41]).
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J. MCKAY et L. SOICHER [70] et [89] ont proposé une méthode symbolique de calcul des
résolvantes pour certains sous-groupes de &,,, les groupes de Young, auxquels sont associés
des invariants linéaires. Ils appliquent leur méthode jusqu’au degré 7. C’est cet algorithme qui
est implanté dans le logiciel de calcul formel Maple. C. WILLIAMSON a réalisé un paquetage
AXIOM pour traiter les degrés 1,2,3,4,5,7. Nous avons ajouté a ce paquetage le cas du degré
6 [61].

A. CoOLIN [29] et [30] a donné une méthode permettant de calculer formellement les
résolvantes relatives de Stauduhar.

J.-M. ARNAUDIES et A. VALIBOUZE [95] ont transformé en méthode déterministe ce
qui n’était jusque la qu’une heuristique (utilisée aussi par S. J. BERWICK dans [14]). IIs
produisent des matrices des degrés de toutes les factorisations de toutes les résolvantes pos-
sibles. La connaissance des seuls degrés des facteurs de résolvantes suffit a distinguer tous
les groupes de Galois possibles.

L’utilisation du groupe de Galois des facteurs des résolvantes et le calcul de I'idéal des
relations ont été ensuite ajoutés par A. VALIBOUZE [96] et [100].

De nombreux travaux récents! en théorie de Galois effective ont été réalisés. Citons,
sans prétendre a l’exhaustivité, les travaux menés a Bordeaux autour de M. OLIVIER, a
Heidelberg autour de B. MATZAT, au Japon autour de K. YOKOYAMA, a Montréal autour
de J. McCKAY, a Poitiers autour de C. QUITTE et a Paris autour d’A. VALIBOUZE.

Cette these s’inscrit dans la démarche de recherche du groupe de Galois en calculant des
résolvantes symboliquement et en les factorisant.

Présentation des chapitres

Chapitre 1. Ce chapitre rappelle des résultats classiques en théorie de Galois et introduit
des notations de J.-M. ARNAUDIES et A. VALIBOUZE.

Chapitre 2. Ce chapitre décrit les outils utilisés pour manipuler des polynémes avec en
particulier une revue de 1’« état de I’art » sur le calcul de racine r-ieme de polynome.

Chapitre 3. Nous donnons dans ce chapitre 3 (théoreme 3.9) une description algorith-
mique de la méthode de Lagrange-Soicher pour calculer les résolvantes. Nous y avons ajouté
I’utilisation de calculs sur les polynomes réciproques et I’échange des calculs de résultants et
de quotients présents dans cette méthode. Ces deux points contribuent a contenir les coi-
teuses manipulations symboliques inhérentes a cette méthode. Nous avons caractérisé une
classe d’invariants (les invariants simples) pour lesquels les calculs symboliques sont réduits.

Chapitre 4. Le chapitre 4 dont le contenu a fait 'objet de la communication [62] applique
les idées du chapitre 3 a la méthode de Valibouze-Rennert de calcul des résolvantes par les

1. Des pointeurs sur les travaux de ces groupes peuvent étre trouvés sur la page du Projet Galois de 'UMS
MEDICIS CNRS 658 : http://marie.medicis.polytechnique.fr/medicis/projetGalois/
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modules de Cauchy (théoreme 4.4). Nous améliorons cette méthode dans le cas des invariants
présentant des symétries® (cas le plus fréquent).

Chapitre 5. Ce chapitre présente un algorithme général de factorisation en détaillant les
multiples occasions d’apporter une information discriminante pour la recherche du groupe de
Galois ainsi que les possibilités d’utilisation des informations a priort sur les factorisations
possibles. Il introduit notre concept de factorisation interactive (paragraphe 5.6) destinée a
dialoguer avec un algorithme de recherche du groupe de Galois et a éviter de mener plus de
calculs que nécessaire a la recherche de I'information discriminante.

Chapitre 6. Ce chapitre décrit les nouveaux outils utilisés pour 'implantation d’une fac-
torisation partielle interactive :

— un ordre sur les mots de n lettres dans 1’alphabet {0, 1}

— une reformulation du probleme de remontée dans la méthode de Collins et Encarnacién
en utilisant ’ordre défini ci-dessus pour éviter des calculs redondants.

Cette reformulation est nécessaire lors de 1'utilisation de bornes ou d’heuristiques qui ne

garantissent pas l'irréductibilité des facteurs trouvés. Dans la méthode de cout exponentiel

dans le pire des cas (énumération des facteurs associés aux partitions possibles) notre ordre
p p p

permet d’éviter certains calculs redondants sur les facteurs trouvés.

Chapitre 7. Ce chapitre propose une implantation en AXIOM de la factorisation interactive.
Pour cela nous avons di adapter tous les sous-algorithmes de la factorisation (chapitre 5) a
la factorisation interactive.

Annexes A et B. Exemples de calculs de résolvantes et d’utilisations du factorisateur
interactif.

Bibliographie. Elle ne contient que les travaux cités dans le texte.

Extensions possibles

Nous avons pris beaucoup de plaisir a travailler dans le cadre de la théorie de Galois effective
et sur la factorisation en raison du carrefour que ces deux themes représentent entre théorie
des groupes, théorie des nombres et théorie de I’élimination. Il est toujours stimulant de
constater, comme fréquemment en sciences, comment une meilleure compréhension de 'une
de ces théories fournit des outils fertiles dans les autres (pensons aux criteres d’irréducti-
bilité de polynémes, au théoreme de Cebotarev effectif, aux algorithmes de décomposition
polynomiale fonctionnelle).

2. En utilisant la suggestion de A. VALIBOUZE et N. RENNERT nous avons calculé pour le probléme de
Galois inverse trois polynomes de degré 12 qui apparaissent comme facteurs de résolvantes dont les calculs
n’aboutissaient pas jusqu’alors (juin 1997).
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Finir une these c’est aussi accepter de rester sur sa faim pour toutes les pistes qu’il ne
nous a pas encore été possible d’explorer. Par exemple: la généralisation possible de notre
factorisation interactive a la factorisation sur des extensions algébriques des rationnels, sur
d’autres corps, parfaits ou de caractéristique nulle sur lesquels tiennent les méthodes de la
théorie de Galois effective, ou sur des anneaux de polynémes en plusieurs variables pour
lesquels le schéma de factorisation basé sur un lemme de Hensel effectif est analogue; la
complexité minimale de la composition polynomiale modulaire (calculer g o h mod f mod p)
qui est au coeur de la présentation de V. SHOUP et n’est pas précisément connue.

Notre concept de factorisation interactive est adaptable par nature a tout progres dans
la factorisation ou & toute modification de ses algorithmes internes® (transparente pour
I'utilisateur). L’algorithme de [63] pourrait y étre introduit. Il est possible de I'adapter a la
recherche de vrais facteurs (non nécessairement irréductibles). Le modulo & atteindre pour
cette méthode en sera d’autant réduit que la borne pour trouver des vrais facteurs sera
petite.

Les algorithmes de décomposition polynomiale nous incitent a leur trouver des pendants
non-commutatifs (décomposition d’opérateurs différentiels).

La compatibilité de la méthode du chapitre 3 avec le calcul modulaire (paragraphe 3.7)
pourrait peut-étre étre plus exploitée. La généralité du lemme 2.26 laisse espérer son utili-
sation dans d’autres contextes.

Les résultats du chapitre 4 semblent pouvoir étre généralisés aux idéaux triangulaires
apparaissant dans [7] pour le calcul de résolvantes relatives.

Les chapitres 3 et 4 font appel a des calculs de résultants sur des anneaux non-integres
tres particuliers, de la forme A[t]/(¢°*!), pour lesquels une adaptation d’un algorithme de la
nature de celui des sous-résultants serait intéressante.

La reformulation du probleme de remontée n’est pas spécifique a la technique de récon-
ciliation de cotit exponentiel dans le pire des cas. Elle pourrait tout autant étre utilisée dans
une méthode du type [63].

Le concept de factorisation interactive n’est pas spécifique a la théorie de Galois effective,
méme si celle-ci s’y préte particulierement. Il peut étre utilisé dans toutes les situations
ou sont connues des informations a prior: sur la factorisation attendue. C’est le cas de la
factorisation des normes de polynémes sur une extension algébrique qui sont utilisées dans le
méthode de B. M. TRAGER [93] pour factoriser sur des extensions algébriques. C’est aussi,
d’apres J. H. DAVENPORT, le cas de systemes issus de calculs de base de Grobner.

3. Afin de favoriser I'utilisation future de nos paquetages, nous souhaitons les voir traduits en Aldor (ce
pour quoi ils ont été pensés) ou tout autre langage ou logiciel de calcul formel.
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Chapitre 1

Outils de la théorie de Galois effective

Ce chapitre est consacré a la définition des notions et notations utilisées dans les cha-
pitres 2, 3 et 4. Il ne contient que des résultats classiques ou exposés dans les travaux de
J.-M. ARNAUDIES et A. VALIBOUZE [6].

Il les présente sous une forme inspirée par [30], [97], et [5].

1.1 Groupes

Les lettres G, H, L désignent des groupes finis dont la loi interne est notée multiplicati-
vement par le symbole « . » ou par ’absence de symbole entre les éléments.

Notation 1.1. Soit £ un ensemble fini ou G un groupe fini. Le cardinal de € ou I’ordre de

(i sont notés card (&) et card (G).

Notation 1.2. Soit £ un ensemble fini. Le groupe des bijections sur €& muni de la composi-
tion pour loi interne est noté (&g, o).

Définition 1.3. Soit n un entier strictement positif, le groupe &, des permutations d’ordre
n est défini par:

6, = 6{1,... n}

Définition 1.4. Soient G un groupe fini muni de la loi interne « . » et n un entier strictement
positif. Une représentation symétrique de degré n du groupe GG est un morphisme de groupe
p i (Gy) — (6a0).
Définition 1.5. Soient G un groupe fini, n un entier strictement positif et p une représen-
tation symétrique de degré n de (G. La représentation est dite fidéle si le morphisme p est
injectif.
Notation 1.6. Soit H un sous-groupe de G. La classe de conjugaison de H dans G est
notée [H|,, ou simplement [H] lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité:

[H], ={cHo™" | 0 € G}
Notation 1.7. Soit H un sous-groupe de (5. L’ensemble des classes a gauche de H dans G

est noté G/ H.
L’indice de H dans GG, noté [ : H], est le cardinal de I'ensemble G/ H.
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1.2 Partitions et invariants
Notation 1.8. Soit n un entier strictement positif, N* est muni de I’ordre produit, noté <,
induit par l'ordre de N.

m=(my,...my) X (my,...,m,)=m
si et seulement si m; < m! pour 1 < < n.

Définition 1.9. Soit n un entier strictement positif. Une partition de n (au sens combina-
toire) est un n-uplet @w = (my,... ,m,) € N* vérifiant

n
g m;1=n
=1

Nous notons cette partition @ sous la forme multiplicative:

i3
w = | | ™
=1

Hypotheése 1.10. Soient GG et H des sous-groupes de . C &,,.

Nous supposons 1’hypothese 1.10 vérifiée pour tous les groupes G, H et L rencontrés dans
le paragraphe 1.2.

Définition 1.11. En faisant agir G sur L/H par translation a gauche, soit o; le nombre
d’orbites de cardinal i pour cette action et @”(H, &) la partition de [L : H] qui leur corres-
pond :

ot (H,G) = (o4, ... , O[L:H])
Proposition 1.12 (Arnaudiés-Valibouze). La partition w'(H,G) ne dépend que des
classes de conjugaison [H], et [G];.

Preuve : Voir [6, proposition 10]. O

Notation 1.13. En conséquence pour les classes de conjugaison [H]; et [G]; nous pouvons
noter :

= ([H],,.[G];) = ="(H, G)

Notation 1.14. En choisissant une numérotation [H;|; des s classes de conjugaison dis-
tinctes des sous-groupes de L ou les H;, avec 1 < 1 < s sont des représentants de chacune
des classes de conjugaison (typiquement, en les ordonnant par indice dans L décroissant)
nous notons Pr, la matrice des partitions de L :

Pr = (@"([H],, [H]])) < e

Théoréme 1.15 (Arnaudiés-Valibouze). Les lignes de la matrice Py, des partitions de
L sont distinctes.

Preuve : Voir [6, théoreme 14]. O
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1.3 Polynomes et anneaux de polynomes

Hypothese 1.16. A désigne un anneau integre et K son corps des fractions est supposé
parfait.

f est un polynéme en une variable, unitaire, séparable (c’est a dire sans racine multiple),
de degré n a coefficients dans A:

f(z) € Ala]

K est une extension algébrique du corps K contenant les racines distinctes de f notées
A1y 0.

Notation 1.17. Une numérotation fizée des racines distinctes de f dans une extension algé-
brique K fixée de K contenant ces racines est notée (0, ou ! quand il n’y a pas d’ambiguité:

Qf = (Oél,... 7Oén) € ];772

Notation 1.18. Pour un polynéome © € Alzy,... ,z,], 'évaluation du polynome © en les
racines du polynéme f est notée

0(Qy) = O(a,... ,a,) €K

Définition 1.19. L’action naturelle notée « . » de &,, sur A[zy,... ,x,| est définie par:
soient © € Alzy,...,z,] et 0 € &,

(0.0)(z1,...,2,) =0 (;cg(l), e ,xg(n))

Définition 1.20. Soient © € A[zy,...,z,] et L un sous-groupe de &,,. L'orbite L.© de ©
sous l’action de L, est définie par:

LO={00O|ocelL}

Définition 1.21. Soit H un sous-groupe de &,. Un polynome © € Alzy,...,z,] est un
invariant de H (ou un H-invariant) si

H.o = {0}
Notation 1.22. Le A-module des H-invariants est noté Alzy,...,z,]"

Notation 1.23. Soit L un sous-groupe de &,,. Le stabilisateur sur L du polynome © de
Alzy, ... ,x,] est défini par:

Staby, (@) = {0‘ eL | @(:L’l,... ,:L’n) =0 <:CU(1),... ,xg(n))}

Définition 1.24. Soient L un sous-groupe de &,, et H un sous-groupe de L. Un polynome
O de Alz1,...,x,] est un H-invariant primitif L-relatif (ou H-invariant L-primitif) si:

H = Stab;,©

Notation 1.25. Un H-invariant primitif &,-relatif est appelé H -invariant primitif (absolu).
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Remarque : La justification de la terminologie invariant primitif peut étre trouvée dans
[6, définitions 2 et 18]. Les H-invariants primitifs peuvent étre calculés par les algorithmes
dans [44] ou [2].

Définition 1.26. Soit n un entier et © un polynéme de Alzy, ..., z,]. L'arité de O est le
nombre de variables effectivement présentes dans ’expression de O.

Les variables d’un invariant @ € Alzy,... ,z,] d’arité k peuvent étre renumérotées de
facon a ce que © s’écrive comme un élément de A[zy,...,zx]. Lorsque nous parlons d’un
invariant © d’arité k nous supposons donc que © € Alzy, ..., x|

1.4 Groupes de Galois

Nous nous plagons pour ce paragraphe dans le cadre de I’hypothese 1.16.

Remarque : Le corps de décomposition de f est K[Q;] C K.

Définition 1.27. Le groupe de Galois de f sur le corps K, noté Galg (f), est classiquement
défini comme le groupe des K-automorphismes de K[|

Définition 1.28. La représentation symétrique du groupe de Galois associé a la numérota-
tion des racines {1y :

p  Galg(f) — 6,
g — o,

avec g(a;) = a,,;) pour 1 <1 < n est notée I' = p(Galg (f)) C 6,.

Remarque : Cette représentation est fidele.

Propriété 1.29. Modifier la numérotation des racines Qs revient a prendre pour représen-
tation symétrique de Galg (f) un conjugué de I' dans &,,.

Corollaire 1.30. La classe de conjugaison [I'|g ne dépend que du groupe de Galois Galg (f)
et non de la numérotation fizée 1y des racines de f.

Que signifie donc « déterminer le groupe de Galois » de f7?

Pour une numérotation fixée des racines {1y, le groupe de Galois de f est connu comme
la représentation décrite par la définition 1.28.

Posséder une numérotation des racines de f signifie pour un ordinateur qu’il connait une
représentation des ces racines qui permet de les distinguer deux a deux.

Deux représentations classiques sont les représentations des racines par des nombres en
virgule flottante de précision arbitraire ou comme des combinaisons linéaires dans la base
formée par les puissances d’une racine du polynome minimal d’un élément primitif du corps
de décomposition du polynome f.
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Représentation numérique. Cette représentation consiste a représenter les racines par
des valeurs numériques complexes approchées avec une précision fixée et arbitrairement
grande.

L’intérét de cette représentation est de souvent permettre des calculs tres rapides.

Cependant elle impose de se limiter a la recherche du groupe de Galois de polynémes a
coefficients dans des corps de nombres.

Un autre probleme peut étre rencontré : connaitre les racines avec une précision numérique
qui permette de les distinguer ne signifie pas que cette précision permette de déterminer les
relations algébriques entre les racines. Voir par exemple, dans le cas des résolvantes, [41,
paragraphe 2.1.3.].

Représentation par un élément primitif. Etre capable de représenter chacune des
racines comme des polynémes en un élément primitif v du corps de décomposition de f
signifie qu’un probleme équivalent a la recherche du groupe de Galois de f a été résolu:
les K-automorphismes du corps de décomposition de f correspondent aux conjugués du
polynome minimal de v sur K. Ce polynome minimal est donc de degré l'ordre du groupe
de Galois. Cet ordre peut atteindre n!. Dans la pratique, des que le degré de I'extension
algébrique dépasse la dizaine, la factorisation symbolique dans cette extension se révele
impraticable avec les techniques actuelles (par exemple, la méthode de B. M. TRAGER [93]
se ramene, pour factoriser un polynéme de degré n sur une extension de degré d de son corps
des coefficients K, a la factorisation d’un polynome de degré nd a coefficients dans le corps
K). L’attaque directe par extensions successives par les racines de f semble donc sans espoir
pratique sauf dans des cas tres particuliers.

En raison de ce probleme de représentation et de manipulation des racines, une autre
approche consiste a se dispenser de la détermination des racines. Pour cela, en n’utilisant
que des calculs sur des polynomes dont les coefficients sont symétriques en les racines de f,
il est possible d’exprimer ces coefficients en fonction des seuls coefficients de f. Dans cette
approche, la meilleure connaissance du groupe de Galois de f qu’il est possible d’obtenir,
en ’absence d’une numérotation des racines, est la classe de conjugaison des représentations
symétriques de ce groupe.

En fait, les méthodes connues faisant appel a la factorisation des polynomes, nous cher-
cherons a manipuler des polynémes a coefficients dans I’anneau A plutét que dans K. Et nous
factoriserons les polynomes sur I’anneau A par des techniques efficaces du type Berlekamp-
Zassenhaus exposées au chapitre 5.

1.5 Résolvantes

Nous supposons toujours dans ce paragraphe que I’hypothese 1.16 est vérifiée.

J. L. LAGRANGE [59] a défini des polyndomes particuliers dont la généralisation est uti-
lisée dans les méthodes de théorie de Galois effective développées par J.-M. ARNAUDIES et
A. VALIBOUZE [6].

Définition 1.31. Soient L et H des sous-groupes de &,,, avec H C L, et © € Alzy,... , z,]
un H-invariant primitif L-relatif.
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La résolvante de Lagrange générique L-relative de ©, notée LL, est définie par:

sty = [ t—=U(a1,...,20)) € Alzr,... 2] [t]

vel.®

Notation 1.32. Lorsque L = &, la résolvante ,Cg" est appelée résolvante de Lagrange
générique (absolue) de © et notée Lo.

Définition 1.33. Soient L et H des sous-groupes de &,,, avec H C L, © € Alzy,..., z,]
un H-invariant primitif L-relatif et f € Afz] un polynome de degré n et de racines 1y =

~

(a1,...,0,) dans une extension algébrique K du corps des fractions de A.
La résolvante de Lagrange L-relative de Qy par ©, notée ,Céﬂf, est définie par:

Loo,)= ] t—w(©y)

Propriété 1.34. D’aprés la théorie de Galois, si le groupe de Galois I de f est un sous-
groupe de L, alors:

Lsq, € Alt]

Remarque : Sile polynéme f n’est pas unitaire, alors ,Cé@f € KIt].

Notation 1.35. Lorsque L = &, la résolvante Egrbf est appelée résolvante de Lagrange

(absolue) de Qs par © et notée Lo q,. Comme dans ce cas elle ne dépend pas de la numéro-
tation 2, des racines de f, elle est aussi notée Lg ;.

Hypotheése 1.36. Soient L et H des sous-groupes de &,,, avec H C L, 0 € A[zy,... ,z,] un
H-invariant primitif L-relatif. Soit f € A[z] un polynoéme unitaire de degré n et de racines
Qs = (aq,...,a,) dans une extension algébrique K du corps des fractions de A dont la
représentation symétrique I' du groupe de Galois associé a 25 est un sous-groupe de L.

Définition 1.37. Sous I'hypothese 1.36, I'invariant © est dit Q¢-séparable si la résolvante
,Cé@f I’est, c’est a dire si cette résolvante n’a que des racines simples.

J.-M. ARNAUDIES et A. VALIBOUZE [6] ont établi le rapport entre résolvantes de La-
grange et matrices de partition définies en 1.14:

Théoréme 1.38 (Arnaudiés-Valibouze). Sous l'hypothése 1.36, en notant m; le nombre
de facteurs irréductibles de degré i sur K[t] de ,Cé@f,

(... mam) = =([0],, [H],)
et st, de plus, U'invariant © est Q¢-séparable alors
(ma, ... mpa) = @ (L], [H])

Preuve : Voir [6, théoreme 22]. O
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1.6 La « chasse aux résolvantes »

Comme les lignes des matrices de partitions sont toutes distinctes (voir le théoreme 1.15),
la seule connaissance des degrés des facteurs irréductibles des résolvantes de Lagrange sépa-
rables permet de toujours distinguer les classes de conjugaison possibles du groupe de Galois
(IPexistence d’invariants {2 j-séparables est garantie par [6, théoreme 6] lorsque le corps K est
infini).

Dans la pratique, plusieurs pré-requis sont encore nécessaires.

Tout d’abord la classification des classes de conjugaison de &,,. Elle peut étre effec-
tuée grace au logiciel GAP [87] spécialisé dans les calculs sur les groupes. Ces résultats sont
rappelés dans [94] jusqu’au degré 7. Au-dela la classification des sous-groupes transitifs de
S, (qui correspondent aux cas ou f est irréductible) a été réalisée jusqu’au degré 31 par
les contributions, notamment de [24], [86], [76], [23] et [34] qui fournit une nomenclature
exhaustive.

Par ailleurs, le calcul de résolvantes pouvant étre tres difficile, la « chasse aux résol-
vantes » consiste, en tenant compte de ces difficultés de calcul, a extraire des sous-matrices
de la matrice de partition, qui permettront, en n’utilisant que des résolvantes raisonnable-
ment calculables associées a certaines classes (elle sont appelées classes tests), de toujours
distinguer deux classes de conjugaison possibles (elle sont appelées classes candidates).

Nous touchons la deux points clefs de la méthode formelle de détermination (de la classe
de conjugaison) du groupe de Galois d’un polynéme:

1. étre capable de calculer efficacement des résolvantes ;

2. factoriser efficacement ces résolvantes, ou plus exactement distinguer des factorisations
de résolvantes parmi la liste des degrés des facteurs des factorisations possibles donnés
par la matrice de partition.

1.7 Groupes de Galois des facteurs irréductibles des
résolvantes

Théoreme 1.39. Sous Uhypothese 1.36, st © est Qy-séparable, alors la classe de conjugaison
des représentations symétriques de degrée le degré de chaque facteur irréductible simple de
Log, du groupe de Galois de chacun de ces facteurs ne dépend que de L, [H]; et [I'];.

Preuve : Voir [30, corollaire 6.11, page 53]. O

La conséquence de ce théoreme sur la « chasse aux résolvantes », est que la matrice des
partitions des degrés des facteurs des résolvantes peut étre remplacée par la matrice des
classes de conjugaison des groupes de Galois des facteurs des résolvantes.

Si les degrés des facteurs irréductibles sont plus élevés que le degré de f, le probleme
a résoudre est en général plus difficile que le probleme original (le groupe de Galois de f).
Cependant, parfois, la parité du groupe de Galois du facteur peut faire la distinction entre
deux classes candidates alors qu’elle est tres simple a tester (si le discriminant est un carré).
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La « chasse aux résolvantes » peut aussi bénéficier des remarques suivantes :

1.

lorsque la résolvante n’est pas séparable, et est alors plus facile a factoriser, utiliser la
premiere inégalité du théoreme 1.38;

pour distinguer les factorisations possibles dans la table des groupes de Galois, I'infor-
mation discriminante peut ne pas nécessiter une factorisation complete de la résolvante :
I’existence ou non de facteurs d’un certain degré peut suffire, ainsi que la détermination
du groupe de Galois de ces facteurs spécifiques ou simplement de leur parité.
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Chapitre 2

Les outils du calcul de résolvantes

Le chapitre 1 a montré 'utilisation des résolvantes de Lagrange en théorie de Galois effec-
tive. Ce chapitre introduit les techniques et notions qui seront utilisées dans les chapitres 3
et 4 pour calculer efficacement des résolvantes.

Le paragraphe 2.1 définit le polynome caractéristique associé a un invariant ainsi que les
relations qu’il entretient avec les résolvantes de Lagrange.

Le paragraphe 2.2 introduit les calculs sur les polynémes réciproques.

Le paragraphe 2.3 définit le résultant et rappelle certaines de ses propriétés que nous
utiliserons.

Le paragraphe 2.4 décrit notre terminologie sur les motifs de partition qui seront utilisés
aux chapitres 3 et 6.

Le paragraphe 2.5 passe en revue les différentes méthodes de calcul de la racine d’un
polynome p qui est une puissance exacte du polynéme recherché q. Ce calcul ne nécessite
pas de connaitre tous les coefficients de p.

Le paragraphe 2.6 détaille les problemes du calcul du résultant sur un anneau non integre
et fournit le moyen de les surmonter.

2.1 Autour du polynome caractéristique

Définition 2.1. Soient © € A[zy,...,z,], L un sous-groupe de &, et f € A[z] un polynome
de degré n et de racines Qy = (a4,... ,a,) dans une extension algébrique K du corps K des
fractions de A le polynome Qy-caractéristique L-relatif de ©, noté X@%,va est défini par:

Xba,t) =11 (t = O (aonys s o))

oc€L

Notation 2.2. Xg’é est aussi appelé polynome f-caractéristique de © et simplement noté
Xeo,s car il ne dépend pas de la numérotation des racines.

Remarque :

deg, (Xéﬂf (t)> = card (L)
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2.1.1 Justification de la terminologie

Soient n un entier positif, un polynéme © € Alzy,... ,z,]|, f € A[z] un polyndéme sépa-
rable de degré n et de racines Q; = (ay,...,a,) dans une extension algébrique K du corps
K, supposé parfait, des fractions de A et L un sous-groupe de &, contenant le groupe de
Galois de associé a (1.

Définition 2.3. L’idéal

]S%f = {R € [X’[Il, .. In] | R(Ozg(l), c.. ,Oég(n)) =0Vo e L}
est appelé idéal des Qs-relations invariantes par L.
Propriété 2.4. L’idéal [S%f est radical de dimension 0.

Preuve : Voir [100, lemme 3.2]. O

Proposition 2.5. La variété de l'idéal [S%f dans K™, notée V([{ff) est €gale a:

V([K%f) = {<a0(1)7 s 7aa(n)) | o c L}

Preuve : Voir [100, proposition 3.17] O
Notation 2.6. Pour un polynéme © € Klzy,...,z,], 0 désigne '’endomorphisme du K-
espace vectoriel Kzq,... ,xn]/]S%f de multiplication par la classe de ©, notée O, dans
Klzy,... ,.Ifn]/[é'f :
O : Klzy,... ,Jcn]/]{gf — Klay,. ;,fcn]/léf
P — OF

Le théoreme de Stickelberger (voir [115]) implique que le polynéme caractéristique de
I’endomorphisme © soit égal a

Xoo,)= [ -e»)
BeV(Ing)

ce qui, d’apres la proposition 2.5, coincide sur K avec la définition 2.1.

2.1.2 Autre polynome lié au polynéme caractéristique

Nous définissons ici un polynome qui sera utilisé dans le chapitre 3 pour calculer récur-
sivement les résolvantes de Lagrange.

Définition 2.7. Soit f € A[z] un polynome séparable de degré n et de racines ay, ... ,a,
dans une extension algébrique K du corps K des fractions de A. Soient k£ un entier, 0 < k <n
et le polynome © de Alzy, ..., x| d’arité k.

Le polynome f-évalué de O, noté Eg s, est défini par:

Bre{at,...,an} Bi€{a1,...,an} Br€{at,...,an}

Cost)= I - I - II (-0@.....50)

Bi {1y Bi1} Br@{B1seBr—1}
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Remarque : Si le polynome f est de degré n et l'invariant d’arité &k alors
deg; (€o.s (1)) =

n!

(n—k)!

2.1.3 Polynéme caractéristique et résolvante de Lagrange

Proposition 2.8 (voir [85, égalité (4)]). Soient A un anneau intégre, f € Alzx] un poly-
nome séparable a coefficients dans A de degré n et de racines Qf = (aq,... ,qa,) dans une
extension algébrique K du corps K des fractions de A, L un sous-groupe de &,, contenant de
groupe de Galois associ€ a Qy et © € Alxy,... ,x,] un H-invariant primitif L-relatif (¢’est
a dire H = Stab;0) alors:

XL _ (EL >card(H)
0,9; = \~0.9;
Preuve :
Léo, ()= ] (t—=¥(a,... ,an))
UEL.O
et card (L) = card (L.0) card (H) d’ou le résultat. a

2.1.4 Polynome f-évalué et polyndéme caractéristique

Proposition 2.9. Soient A un anneau intégre, f € Al[z] un polynome séparable a coefficients

dans A de degré n et de racines Qy = (o, ... , ) dans une extension algébrique K du corps
K des fractions de A. Soient k un entier, 0 < k < n et © un (Hy X Sy, ny)-invariant
primitif d’arité k appartenant @ Alzy, ... x| alors:

(E0.0)" " = Xo s

Preuve : D’apres la définition 2.1 du polynéme caractéristique, en considérant ©® comme
un élément de Alzy, ..., z,],

Xos(t) = J] (t =0 (avny,--- )

cEG,
Bre{ar,...,an} Brn€{a,..,an}
H (t_(a(ﬁh--- 7ﬁn))
Bn@{B1see \Bn-1}
Bire{at,...,an} Bre{ar,..,an} Br€{at,...,an}
I - I ¢—0@,....0)
Br {1, Br—1} Brn@{B1s Pn—1}
Bre{ar,...,an} Bre{ar,...,an}
IIT -6, .8))0""

Br&{B1,Br—1}
= (Eo,p, ()"

—

| I
—: =
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2.1.5 Polynoéme f-évalué et résolvante de Lagrange

Les propositions 2.8 et 2.9 établissent le rapport entre polynéme caractéristique et poly-
nome f-évalué:

Proposition 2.10. Soient A un anneau intégre, f € Alzx] un polynome séparable a coef-

ficients dans A de degré n et de racines Qy = (ai,...,qa,) dans une extension algébrique
K du corps K des fractions de A. Sotent k un entier, 0 < k <n et © € Alxy,...,zx] un

(Hy X Spt1,... ny)-invariant primitif (avec Hy = Stabg, (0) C &). Alors:

Eo,5 = (Lo,z) ™)
Preuve : D’apres la proposition 2.8,

o = (Lo e xSienn, )
card(Hg)(n—k)!
= (Lo,s) (Hy)(n—k)

D’ou le résultat en utilisant la proposition 2.9. O

2.2 Polynomes réciproques et troncature

Ce paragraphe rappelle quelques regles de calcul sur les polynomes réciproques. Nous les
utiliserons au paragraphe 2.5 pour ne conserver que les termes strictement nécessaires au
calcul de racine r-ieme de polynémes et dans les chapitres 3 et 4 pour accélérer les calculs
de résolvantes dans le cas général.

Soient A un anneau integre, n un entier positif, f un polynéme de degré n en la variable
t a coefficients dans A.

Notation 2.11. Soit f € A[t], deg, f désigne le degré (partiel) par rapport a t de f.
Définition 2.12. La transformation du polynome f € A[t] en son polynéme réciproque, est
notée Récip ou :

Récin () (1) = Fit) = 07 ()

Notation 2.13. Soit s un entier positif, le modulo du polynéme f par rapport a t**1, est
noté f(t) mod ¢***. 1l signifie que ne sont conservés de f que ses termes de degré en ¢ inférieur
ou égal a s.

Notation 2.14. Soient n un entier positif et f un polynome de degré n a coefficients dans
I’anneau A:

ft)=ant" 4+ -+ a1t + ao

avec a, # 0. Le coefficient dominant de f est noté c¢d (f) = ay,
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Définition 2.15. Soient f et g des polynomes de A[t] tels que le coefficient dominant de g,
cd (g), soit inversible dans A.

Les quotient et reste de la division euclidienne de f par g sont respectivement les uniques
polynomes g et r de A[t] vérifiant :

f=ag+r avec  deg,(r) < deg,(g)

Le quotient ¢ de cette division par rapport a la variable ¢ est noté:

-

Définition 2.16. Soient f et g des polynomes de A[t] tels que ¢(0) soit inversible dans A
et 7 un entier positif.

Les j-iemes quotient et reste de la division suivant les puissances croissantes de f par ¢
sont respectivement les uniques polynémes ¢; et r; de A[t] vérifiant :

f=aqg+t*r;  avec  deg,(¢;) <j - (2.1)

Le j-ieme quotient ¢; de cette division par rapport a la variable ¢ est noté:

’Vfg—‘t
q ?
j

et simplement

lorsque j = deg, (f) — deg, (g)-

Propriété 2.17. Sous les hypothéses de la définition 2.16, le j-iéme quotient suivant les
puissances croissantes de [ par g peut étre calculé a partir de leurs seuls j + 1 premiers
coefficients (pour les degrés variant de 0 a j), c¢’est-a-dire a partir des valeurs de f et g
modulo t/11,

Preuve : Il suffit de considérer 1’équation (2.1) modulo #/*1. O

Propriété 2.18. Soient f et g des polynomes de Alt] tels que le coefficient dominant de
g, cd(g), soit inversible dans A et dont la différence des degrés j = deg, (f) — deg, (g) est
positive.

Le polynome réciproque du quotient de la division euclidienne de f par g est égal au
j-téme quotient suivant les puissances croissantes des polynomes réciproques respectifs de f
el g.

Soit avec les notations et définitions 2.12, 2.15 et 2.16:

rean([]) - [ieaviall
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Preuve : Soit
f=qg+r (2.2)

la division euclidienne de f par g, avec deg, (r) < deg, (g).
En multipliant (2.2) par t4& (/) apres y avoir substitué % a t, elle devient :

1 (1 1 4 1
tdegt (f)f <;> — tjq <;> tdegt (g)g <;> + t]-l-ltdegt (g)—lr <;>

qui montre bien le résultat cherché. a

2.3 Le résultant

Ce paragraphe rappelle les propriétés classiques du résultant ainsi que notre lemme déja
exposé dans [61] que nous allons réutiliser dans le chapitre 3.

Notation 2.19. Soient f et g des polynomes de degrés respectifs n et m en la variable y a
coefficients dans un anneau integre A. Ils sont notés:

fy)=any" +---+ao et gly) =bmy™ +--- 4 bo

et ar,...,a, et Bi,..., 3, sont leurs racines respectives dans une extension algébrique K
du corps K des fractions de A.

Définition 2.20. Le résultant Rés, (f,g) des polynomes f et g par rapport a la variable y
est le déterminant de la matrice de Sylvester de f et g composée de m lignes de coefficients
de f et de n lignes de coefficients de g:

an an_l ao 0 0
0 an an—l aO
0
0 0 ap  Gp_q cee e ag
Rés, (f.g) = | b Bux oo e By 0 e 0
0 bm bm—l bO ' .
0
0 0 bm bm—l bo

Une méthode efficace de calcul du résultant est donnée dans [40].
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2.3.1 Propriétés classiques du résultant
Avec les notations ci-dessus:

Propriété 2.21.

n

Rés, (f,9) = a] [[ 9(e)

=1

Et de cette propriété se déduit immédiatement, pour un polynéme g se factorisant en
g=0192:

Propriété 2.22.

Résy (f,g9) = Rés, (f, g1) Rés, (f, g2)

Ainsi que:

Corollaire 2.23. Pour tout entier k positif,

Rés, (f, gk) = Rés, (f, g)]C

2.3.2 Compatibilité du résultant avec le modulo
Soit ¢ une variable transcendante sur I’anneau integre A.

Lemme 2.24. Soient A un anneau intégre, f € Aly] un polynome unitaire, r € A[t][y] un
polynome en y a coefficients dans 'anneau A[t] et s un entier positif. Nous avons :

Rés, (f, r mod ts"'l) = Rés, (f,r) mod #**!

Preuve : Soit n le degré de f et ay,... ,a, ses racines dans une extension algébrique K du
corps K des fractions de A. Le polynéme f étant unitaire:

n

Rés, (f,r) = HT(t,Oﬁ) )

=1

égalité qui est aussi vraie modulo #5+1, O

2.3.3 Compatibilité du résultant avec la transformation réciproque
par rapport a la variable ¢

Lemme 2.25. Soient A un anneau intégre, et A[t][y] Uensemble des polynomes de variable
y a coefficients dans A[t]. Soient f et g appartenant a Alt][y] :

flty) = an(t)y" + an_a(t)y" ™ + -+ ao(t)

g(t, y) = bm(t)ym + bm—l(t)ym_l +o bo(t)
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La transformation réciproque par rapport a la variable t est compatible avec le calcul du
résultant de f et de g par rapport a la variable y :

St
r(t) = Rés, (f(t,y).9(t,y))
alors
Rés, (Récip (£) (t,y), Récip (g) (£,y)) = 138 )mtdess o, G)
Preuve :

1 1
Récip (f) (t,y) = e (f)an <;> y 4+ ag <—> ;

t
s deg, (g) 1 m 1
Récip (g) (t,y) = 175 by, 7)Y + -+ bo n

Le résultant r(¢) = Rés, (f(t,y),9(t,y)) de f et g par rapport a y est le déterminant de
la matrice de Sylvester de f et g (voir la définition 2.20).

Identiquement, le résultant de Récip (f) et de Récip (g) par rapport a y est le déterminant
de la matrice de Sylvester de Récip (f) et Récip (g), d’ou en sortant du déterminant

tdegt(f)an <%) tdegt(f)ao (%)

des: (Ng,, (1)

e tdes: (f) g (%)
tdes: (9)p, <%) e . {des: (9) (%)

tdes: (9)p, (l) . . tdes: (9)p, (%)

t

les puissances de t y apparaissant, le résultat cherché. O

2.3.4 Echange des opérations quotient et résultant

Nous rappelons ici ’énoncé et la preuve du lemme donné dans [61]. Il généralise une
remarque de C. WILLIAMSON dans [113] pour le cas particulier des résolvantes linéaires
d’arité 2 (voir la proposition 3.3).

Lemme 2.26. Soient n un entier positif, A un anneau intégre et f € Alz] un polynome
unttaire séparable de degré n dont les racines dans une extension algébrique K du corps K
des fractions de A sont ay, ..., «a,. Soient g(t,y), h(t,y) des polynomes unitaires en t.

Si h(t,a;) divise g(t,o;) pourt € {1,... ,n} alors

g(t,y) = ﬁg:z”th(t,y) + fly)s(t,y)
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avec la notation de 2.15, le reste de cette division euclidienne s’écrivant sous la forme

fy)s(t,y).
Le résultant Rés, (f(y),h(t,y)) divise alors Rés, (f(y),g(t,y)) et

Résy (f(y)vg(tay)) — Rés ‘ g(t7y) N
C o U v DR (23)

Preuve :
Soit g(t,y) = L%J h(t,y) 4+ r(t,y) la division euclidienne de g par h par rapport a t.
) It
Alors, par hypothese, (y — ;) divise r(t,y) pour i = 1,... ,n. Comme les o; sont distincts

deux a deux, f(y) divise r(t,y) qui peut donc s’écrire r(t,y) = f(y)s(t,y).
Les propriétés 2.21 et 2.22 utilisées pour des polyndomes a coefficients dans 'anneau A[t]
s’appliquent :

Rés, (£(y), g(t.y)) = Res, (f<y>, g h(t,y>+f<y>s<t,y>)

(t7y)_ t
(t,y)

h(tay)>

t

~ rés, (0. |4
g

= s, (), | 25| s, (). (1)

y)_t
O

Il est possible, et utile pour minimiser les calculs nécessaires, de formuler ce lemme sur
les polynémes réciproques.

Corollaire 2.27. Sous les hypothéses du lemme 2.26, le polynéome réciproque du résultant
(2.3) peut étre calculé, en notant j = deg, (g) — deg, (h), par:

L Résy (f(y),9(t,y)) _ Rés ‘ Récip(g) (t,y) mod it
e (Re’sy (F(v). h(t, y>>) = Resy (f (®) [Récip (1) (L, ) mod M )

Preuve : Il suffit d’appliquer les propriétés 2.17 et 2.18. g

2.3.5 Définition du discriminant d’un polynéme

Définition 2.28. Soit f un polynome de degré n a coefficients dans un anneau integre A,
de racines ay, ... ,a, dans une extension algébrique K du corps K des fractions de A.
Le discriminant de f, noté A (f) est défini par:

2n—2
A(fy=cd(H ] (0i—ay)?
1<i<j<m
Propriété 2.29. Le discriminant peut étre calculé a partir du résultant :

cd(f)A(f) = (=1) (f; 1)

n{n—1 ,
2 Rés
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2.4 Motifs de partition

Soit € un ensemble constitué de r éléments distincts indicés de 1 a r.

Dans la description de certains algorithmes (voir chapitres 3 et 6) nous avons besoin de
parcourir ’ensemble de toutes les parties de ¢ éléments de £ pour ¢ croissant de 0 a r.

Nous introduisons pour cela ici la notion de motif de partition.

Notation 2.30. Le corps a deux éléments {0, 1} est noté F,.

Soit r un entier positif, le produit cartésien de r copies de F; muni de la structure
canonique de Fy-espace vectoriel est noté M (r) = (F;)". Les éléments de M(r) sont notés en
représentation positionnelle plutot que sous forme de r-uplets:

mimyg - -Mp_ 1My = (m17m27' .. 7m7‘—17m7‘) S (IFQ)T

Définition 2.31. Soit r un entier positif. Un motif de partition de longueur r est un élément
m de Iespace vectoriel M(r):

m=mymg---m._ym, € M(r)

Définition 2.32. Le niveau d’un motif de partition m de longueur r est le nombre de
coordonnées de m égales a 1:

niveau (m) = card ({k | my = 1})

La partie de & associée a un motif de partition m de niveau ¢ et de longueur r est
I’ensemble des ¢ éléments de £ dont les indices correspondent aux coordonnées de m égales
al.

Exemple : Pour 'ensemble a cinq éléments {ay, ay, as, aq, as}, la partie de cet ensemble
associée au motif de partition 11010 de niveau 3 est {ay, az, ay}.

Notation 2.33. Le sous-ensemble de M(r) composé des motifs de partition de niveau ¢ et
de longueur r est noté M(¢,r).

Exemple : M(2,3) ={110,101,011}.

Remarques :

1. L’espace vectoriel M(r) est 'union disjointe de tous les ensembles M (¢, r):
M(r) = M(t,r)
=0

2. Nous avons aussi card (M (¢,r)) = (2) et card (M(r)) = 2".

Un ordre sur les motifs de partitions sera défini dans le paragraphe 6.1.
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Remarque : Il semble que les outils introduits dans ce paragraphe et le paragraphe 6.1
puissent étre aussi décrits, sous une autre terminologie, par les algebres de mélange (voir
[84]) qui nous étaient inconnues au moment de la rédaction.

2.5 Calcul de racines r-iemes de polynomes

Ce paragraphe passe en revue les différentes méthodes permettant de calculer exactement
la racine r-ieme d’un polynéome unitaire a coeflicients dans un anneau A. Il met "accent
sur les méthodes de moindre complexité algorithmique, en nombre d’opérations et en espace
mémoire. Il précise aussi les conditions d’utilisation de chacune de ces méthodes, notamment
vis-a-vis de la caractéristique de ’anneau A.

Le paragraphe 2.5.2 expose les méthodes dérivées des algorithmes de factorisation sans
facteur carré, avec notre adaptation de ’algorithme de Yun au calcul de racine r-ieme.

Le paragraphe 2.5.3 rappelle I'algorithme de décomposition polynomiale proposé par
D. KOZEN et S. LANDAU dans leur article [56] (voir aussi le paragraphe 5.3.3). La premiere
étape de cet algorithme est un calcul de racine r-ieme. Nous montrons comment le fait
de travailler sur des polynomes réciproques améliore sa complexité tout en conservant la
généralité de son utilisation.

Le paragraphe 2.5.5 rappelle des méthodes de calcul sur les séries formelles asymptoti-
quement les plus efficaces.

Le paragraphe 2.5.6 termine ce tour d’horizon sur une méthode simple de moins bonne
complexité asymptotique mais dont I'efficacité est tres grande dans la gamme de nos besoins.

2.5.1 Cadre du calcul de la racine r-ieme

Soient n, r et s des entiers strictement positifs tels que
n=rs

et p un polynéme unitaire a coefficients dans un anneau integre A (a; € A pour 0 <i < n;
a, =1):

p=apt" + a,_1t" P+ F art + ag (2.4)
qui est la puissance r-ieme d’'un polynéme ¢ unitaire de degré s a coefficients dans A:
p=q (2.5)
le polynéme ¢ n’étant pas nécessairement irréductible.
Probleme: Nous souhaitons calculer les coefficients du polynéme ¢ a partir de ceux de p

de la facon la plus efficace possible et avec les plus faibles hypotheses sur ’anneau A, qui
pourra étre typiquement Z, F,, Z[xq, ... ,xx]) ou F,[zy,... , ;] pour un entier positif & fixé.
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Remarque : 1l est toujours possible de se ramener a un polynéme unitaire par la trans-
formation :

2.5.2 Factorisation sans facteur carré

Hypothese 2.34. La factorisation sans facteur carré est définie sur un anneau factoriel.
Les algorithmes exposés dans ce paragraphe utilisent le pged. Nous supposons disposer d’un
algorithme pour le calculer.

Définition 2.35. Soient n un entier positif et f un polynome de degré n. La factorisation
sans facteur carré du polynéme f est la donnée des facteurs f; tels que

f=H1

avec pged (fi, f;) = 1 et pged (fi, fi) =1, pour 1 <u < j <n.
Le polynome f est dit sans facteur carré si la factorisation ci-dessus est triviale : f; = f
et fi =1 pour 72 > 2.

Exemple :

f fi] fo fs  \Jal s | e | f7 | Js
PA—1)* =2 L |t—=1]t(t—=2)| 1|1 |1 |1]1

Plusieurs algorithmes exposés par D. Y. Y. YUN dans [116] permettent de déterminer
cette factorisation sans facteur carré dans le cas général.

Application au calcul de racine r-iéme

La factorisation sans facteur carré du polynome ¢ racine cherchée de p s’écrit donc:

4= Qg 4
ou les ¢;, pour 1 <1 < s, sont premiers entre eux et sans facteur carré.

Le polynome ¢; est le produit des facteurs de ¢ de multiplicité s.

La conséquence de la relation (2.5) est que la factorisation sans facteur carré de p est tres
particuliere :

p=dq - q
= pip; - P

avec p; = ¢; pour 1 <17 <setp;, =1 pour 7% 0modr.
La factorisation sans facteur carré du polynéme ¢ peut donc étre obtenue a partir de celle
de p:

q= PPy Par
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Algorithme de Soicher

L. SOICHER propose dans sa these [89] la spécialisation d’un algorithme de factorisation
sans facteur carré au cas des racines r-iemes.

La caractéristique de A est supposée nulle ou strictement supérieure au degré de p.

La dérivée formelle du polynome p est notée p' et la fonction pged (p, ¢) calcule le plus
grand dénominateur commun de p et g.

Algorithme POLYROOT de L. Soicher

Entrée: r > 1, p € A[t] tel que p =4"; p=qq ¢}
Sortie: . {g=aa g}
(1) Sir =1 alors retourne p
(2) g < p/pged(p, p') (9= qigs -5}
(3) 4y {0=q1q2 a5}
(4) s < degré(p)/r {degré (p) = sr}
(5) Tant que degré (q) < s répete: {A la i-ieme itération: }
P plg {p=qig¥s ™)
g ¢ pged(g, p) {9 = tir1giv2 g}
q 4+ qg {o=wai dhals @t}

(6) Retourne ¢

La validité de cet algorithme découle directement des commentaires en fin de ligne.

Inconvénients: L’opération la plus cotteuse de cet algorithme est le calcul du pged de p
et sa dérivée premiere p’. Sa complexité précise dépend de la méthode choisie pour calculer
le pged.

Son comportement dépendra tres fortement de la nature de la décomposition sans facteur
carré de ¢ (de peu de facteurs de grande multiplicité jusqu’a un polynéme irréductible).

Dans le cadre de polynomes a coefficients dans I’anneau Z[z, ... , x|, utilisation de
la décomposition sans facteur carré est particulierement cotteuse en raison de la difficulté
d’effectuer des pged sur de tels anneaux.

Avantage: Cependant cette décomposition sans facteur carré peut nous donner, certes au
prix de calculs cotteux, plus d’informations que la racine r-ieme de p: elle aboutit parfois a
une factorisation partielle de q.

Spécialisation d’un autre algorithme

D.Y.Y. YUN a proposé un algorithme de décomposition sans facteur carré, noté (c) dans
[116], dont il montre les bonnes propriétés de complexité. Cet algorithme peut facilement
étre adapté au cas particulier du calcul de racine r-ieme:
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Algorithme de Yun adapté a la racine r-ieme

Entrée: r > 1, p € A[t] tel que p =4"; r=da ¢}
Sortie: q. {a=qag -4}

1) Sir =1 alors retourne p
2) g  pged(p, p')

)
)
3; ¢+ plg
)
)

6) Tant que ¢ # 1 répete:
g; + pged(c, d)
¢+ c/qg
d«d/g —rc
q < 94

(7) Retourne ¢

La preuve de 'algorithme découle directement de celle de [116]. L’algorithme de Yun
calcule un nouveau facteur p; de la factorisation sans facteur carré a chaque itération. Notre
adaptation a la racine r-ieme consiste simplement a regrouper ces itérations r par r et a ne
pas effectuer les r — 1 pged dont nous savons par avance qu’ils seront égaux a 1.

Avantages et inconvénients: Il souffre des mémes défauts de comportement que 1’al-
gorithme POLYROOT a l’égard des anneaux sur lesquels le pged est une opération difficile,
puisqu’il impose également le calcul de pged (p, p'). Sa complexité est néanmoins meilleure

(voir [116]).

2.5.3 Algorithmes issus de la décomposition polynomiale fonction-
nelle

La décomposition polynomiale fonctionnelle qui est présentée au paragraphe 5.3.3 a pour
but, connaissant le polynéme p, de trouver des polynomes f et g dans A[t] tels que p soit
égal a la composition du polynéme ¢ par f:

p=foq

Dans notre cas particulier de calcul de racine r-ieme, nous cherchons a déterminer ¢, sachant
que:

f=v
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L’algorithme de Kozen et Landau

D. KOZEN et S. LANDAU proposent dans [56] un algorithme permettant de calculer ¢ en
O(n?r) opérations.
Nous rappelons leurs résultats en commencant par deux lemmes techniques:

Lemme 2.36 (Kozen et Landau). Soient A un anneau commutatif et u, v, w des poly-
nomes de A[t]. Si u et v coincident sur leurs k premiers coefficients (par ordre de degrés
décroissants) alors il en est de méme de uw et vw.

Lemme 2.37 (Kozen et Landau). Soit q; le polynome dont les k+1 premiers coefficients
sont ceux de q défini par:

gr =15+ s 54 cs_ 1tk e Alt], 0<k<s

avec q; = q.
Alors les puissances q" et q; coincident sur leurs k + 1 premiers coefficients, pour 0 <
k<s.

Proposition 2.38 (Kozen et Landau). Si les k premiers coefficients de q, correspondant
al,cs_1,...,Co_(k=1), Sont connus, alors c,_p peut étre calculé par
Qps—f — dk

€k = T, 1<k <s

?

ou a,,_y est le (k + 1)-iéme coefficient de p, dy est le coefficient de t"*7% dans q;_, et @
condition qu’il soit possible de diviser par r dans A.

Preuve : Le (k + 1)-ieme coefficient de ¢} est le coefficient de ¢"*~% mais comme

qh = (qre1 + copt™F)
= oy e it g + Z < ) S

ou la somme ) _, (:) ¢t t7Rigr Tl est de degré inférieur ou égal a rs — 2k, ce coefficient est
égal a dy + re,— k ou dj, est le coefficient de t"*~* dans qr_q €t res_p est le coefficient de re=k

dans re,_t**q;_1. D’apres les lemmes 2.36 et 2.37, le (k + 1)-ieme coefficient de ¢}, est égal
au coeflicient a,,s_k de p=¢ pour 1l <k <s. O

La proposition 2.38 fournit un algorithme (en supposant qu’il est possible de diviser par
r dans 'anneau A):

Algorithme décomposition polynomiale [56]

Entrée: r > 1, p € A[t] tel que p =4"; {p=1"+a,s 1t '+ -+ at + ao}
Sortie: q. {g=1t"+ co it "+ + 1t + o}
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(1) Sir =1 alors retourne p
(2) es 15910+ 1; g1 0, pour 1 <i<r {Initialisations}
(3) Pour k passant de 1 a s répete:
1,5 = 2oitmg (1) ppatCF gz i, pour 0 < j <7
{Calcul des ¢]_, par la formule du binéme de Newton}
dp + coeflicient (gx—1,,7s — k) {Coefficient de t"*~* dans q}_,}
Cs—k < (a'rs—k - dk)/T’
(4) Retourne gs_11 + ¢o

Complexité: La complexité de cet algorithme est de O(n*r) opérations arithmétiques et
nécessite le stockage de O(nr) éléments de 'anneau A, I'opération la plus couteuse étant le
calcul des ¢_, pour 0 < k <.

Cet algorithme est totalement insensible aux multiplicités des facteurs de ¢ et il n’utilise
que les s + 1 premiers coefficients de p (a,5—1 a a,s—s dans la boucle). Nous tirons parti
de cette propriété au paragraphe 2.5.4 pour éviter des calculs inutiles dans 1’algorithme de
Kozen et Landau.

2.5.4 Suppression des termes superflus

Nous avons observé dans 1’algorithme de Kozen et Landau exposé au paragraphe 2.5.3
que nous n’avions besoin que des s+ 1 premiers termes de p pour en calculer la racine r-ieme.

En utilisant la transformation des polynomes en leur polynome réciproque, définie au
paragraphe 2.2, nous remarquons que

p=q’ (2.6)

e () () =

Cherchons maintenant a calculer la racine r-ieme de p. 1l est immédiat de transposer le
raisonnement du paragraphe 2.5.3 aux polynomes réciproques et de travailler donc sur les
s+ 1 premiers termes de p et ¢ de plus bas degré (du degré 0 au degré s). Ceci revient a
dire que les calculs peuvent étre effectués modulo t°+!, en particulier, les calculs si coiiteux

car:

des qj.
Nous proposons donc une nouvelle version de 1’algorithme du paragraphe 2.5.3 qui évite
le calcul de termes inutiles en manipulant les polynémes réciproques tronqués modulo ¢°:

Algorithme décomposition polynomiale modulo ¢°*!
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Entrée: r > 1, p € A[t] tel que p =4";
{(P=1+at+ -+t +asl™; Gp = apyf, 0 <k < s}

Sortie: q. {g=1+ct+ -+t + 0,45 ¢ = 5,0 < k < s}
(1) Sir =1 alors retourne p

(2) p + Récip(p) mod t*1* {Récip(p) = t"p (%)}
(B)co1;q101;q1,<0, 1<e<r {Initialisations}
(4) Pour k passant de 1 a s répete:

Qr—1,j Zgzo (Z)gkz;lt(k_l)i Qk—2,j~i mod B, 0<j<r
{Calcul des q,” ; mod t**! par la formule du binéme de Newton}
c?k « coeflicient (gx—1,, k) {Coefficient de t* dans g," , mod ¢**1}
gk — (5k — dk)/T'
(5) Retourne Récip(gs—1,1 + ¢st°)

Complexité: Cet algorithme ne nécessite plus que O(n?) opérations arithmétiques et le
stockage de O(n) éléments de I'anneau A.

Nous résumons le résultat de ce paragraphe dans un lemme.

Lemme 2.39. Soit A un anneau intégre de caractéristique £. Soit p € A[t] un polynome de
degré n ayant 1 pour terme constant :

PO =1+t + -+ dpg "+ apt”
tel que
) =qt) et n=rs
alors, si { ne divise pas r, q(t), de degré s, peut étre calculé a partir de:
1+ dyt 4 - + @,t° = p(t) mod £+

La transformation des polynomes en leur polynémes réciproques cache une autre dé-
marche: nous avons en fait considéré les polynémes comme des séries formelles (avec un
nombre fini de coefficients non nuls). Ceci nous oriente vers une nouvelle famille d’algo-
rithmes.

2.5.5 Méthodes d’inspiration analytique

Notation 2.40. [’anneau des séries formelles en la variable ¢ a coefficients dans ’anneau

A est noté A[[t]].



e ~AeLidr L AL AVES &~ AL AW L LLAJ LV LA ALJ VAd LSL S LWL TS A Y 4 ALY L LT

Il s’agit d’évaluer la fonction racine r-ieme définie sur ’anneau des séries formelles a
coefficients dans A:

—
1
u — ur

Nous allons rappeler dans ce paragraphe comment la fonction p(p) modulo ¢! peut
étre calculée en O(M(s)) opérations ou M(s) est le nombre d’opérations arithmétiques
nécessaires pour calculer modulo #**! le produit de deux séries formelles modulo #**1 et p
désigne toujours le polynome de degré n a coefficients dans 'anneau A et de terme constant
égal a 1 dont on cherche la racine r-ieme gq.

Typiquement :
M(s) Conditions
O(s?) Implantation classique.
O(slIn(s)) Si A admet une transformée de Fourier rapide;
O(sIn(s)In(In(s))) | sinon (voir par exemple [25]).

Nous supposons, pour les calculs de complexité asymptotique, que M(s) vérifie:
M(a(s)) ~aM(s) pour a>0 quand s—
et que
s=0(M(s)) quand s— o0 ,

c’est-a-dire que les additions modulo ¢**! sont négligeables devant le coiit de la multiplication.

Remarque : Ces hypotheses sont vérifiées pour les formules M(s) = O(sln(s)) ou M(s) =
O(sln(s)In(In(s))).

La méthode qui donne les meilleures complexités asymptotiques (r et s grands) consiste
a évaluer la fonction p par:

plu) = exp(+In(u) (2.7)

pour une série formelle dont le terme constant est égal a 1.
Nous utilisons pour calculer efficacement ces fonctions élémentaires (In, exp, etc.) sur les
séries formelles de coefficient constant égal a 1 une adaptation de la méthode de Newton.
Notre présentation de la méthode de Newton pour les séries formelles est inspirée par

R. P. BRENT, [17] et [18], ainsi que par P. HENRICI [47].
Convergence quadratique de la méthode de Newton

Nous montrons la convergence quadratique (en degrés) de la méthode de Newton pour
les séries formelles.
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Soit f la fonction dont nous cherchons le zéro ¢ dans A[[t]] dont le terme constant est
fixé égal a ¢o.
La fonction d’itération de la méthode de Newton est donnée par:

W)
7(w)

En développant formellement ¢ en ¢, nous obtenons:
o(u) = @(@) + ¢(D(u—q) + O(u,q)(u —q)* | (2.9)

ot ®(u, q) est une fonction de u et de q. L’existence de ce développement est & prouver pour
chacune des fonctions f pour laquelle nous souhaitons appliquer la méthode de Newton.

olu) = (2.8)

Par hypothese ¢(q) = ¢ et par construction de ¢, ¢'(g) = 0.
D’ou:

plu) =g+ @(u,q)(u —q)* . (2.10)
Donc si
G = g mod t*
alors I’équation (2.10) donne:
() = g mod ¢**
Ceci montre la convergence quadratique de la méthode de Newton, sous I'hypothese de

pouvoir écrire le développement (2.9): le nombre de mondmes calculés double & chaque
itération. Nous traduisons cette méthode en un algorithme:

Algorithme méthode de Newton

Entrée: f: A[[t]] — A][t]]; s un entier positif
¢o valeur approchée du zéro ¢ (son premier terme);
Sortie: ¢ zéro de f modulo ¢°*1,

(1) gco; k+ 1 {q="¢ mod t}
(2) Tant que k < s+ 1 répete:
q + ¢(q) mod t™s+L2k) Lo et la fonction d’itération définie par 1’équation (2.8)}
k< 2k {Le nombre de termes calculés a doublé}
(3) Retourne ¢
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Calcul des fonctions élémentaires

Application au calcul de ’inverse: Chercher I'inverse de la série formelle p~! dont le
coefficient aqg est égal a 1 revient a trouver le zéro ¢, dont le terme constant est ¢g = 1, de la
fonction :

flu) = -7

u

La fonction d’itération est alors:

p(u) = u(2 —pu)

pour laquelle existe bien un développement de la forme (2.9).

Complexité: En calculant ¢ mod ¢**! selon la méthode de [106, algorithme 9.3 et théo-
reme 9.4], le colt global du calcul de I'inverse d’une série formelle /(s) est donné quand
§ — 0O par:

I(s) ~3M(s)

Application au calcul du quotient: Calculer le quotient g/p des séries formelles p et ¢
dont les termes constants sont égaux a 1 revient a multiplier ¢ par 'inverse de p.

Complexité: La division de séries formelles modulo ¢**! a alors pour coiit global D(s) =

M(s) + I(s) quand s — oo

D(s) ~ 4M(s)

Application au calcul du logarithme: Calculer le logarithme ¢ = In(p) de la série
formelle p de terme constant égal Gy égal a 1 revient a effectuer un calcul de primitive.
La dérivée dans I'anneau A[[t]] de I'expression ¢ = In(p) est égale a:

i=1
p
Le calcul du logarithme de p peut donc étre effectué en dérivant modulo f"’l la série
formelle p puis en calculant la division modulo tfj’l de p' par p qui est égale a ¢'. La valeur
de ¢ est celle de la primitive de la série formelle ¢’ ayant son terme constant nul (¢o = 0).

Complexité: Le coiit de la dérivation de p est de s multiplications. Le coiit de calcul de
la primitive de ¢’ dont le terme constant est nul est de s divisions dans "anneau A. Ces deux
calculs ont, par hypothese s = o(M(s)), un colt négligeable devant celui de la division de
» par p modulo ¢*+!. Le cofit total L(s) du calcul de In(p) sera donc, pour s — oo

L(s) ~4M(s)
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Remarque : Le calcul de la primitive modulo ¢**! nécessite a priori de pouvoir diviser
dans ’anneau A par les entiers compris entre 1 et s.

Application au calcul de ’exponentielle: Calculer I'exponentielle p = exp(q) de la
série formelle ¢ dont le terme constant est nul revient a trouver le zéro p de terme constant
ag égal a 1 de la fonction :

f(u) =1In(u) —q
La fonction d’itération est alors:
p(u) = u(l — In(u) + q)

pour laquelle existe bien un développement de la forme (2.9).

Complexité: En remarquant, sur une suggestion de Paul ZIMMERMANN, qu’a la derniere
étape

In(u) — ¢ = 0 mod 5 ,
I’évaluation de ¢ mod ¢**! sous la forme

p(u) = u+u(g—In(u))
ne nécessite que le calcul de In(u) et une multiplication modulo tF de u avec § — In(u)
d’oti un coiit de M(s/2) + L(s) ~ SM(s) opérations arithmétiques. L’étape précédente a

demandé 2M(s/2) opérations arithmétiques. Et ainsi de suite. D’olt le coiit global du calcul
de I'exponentielle F(s) quand s — oo

E(S)Ng(l—l—%-l—i—l—---)ﬂ/l(s)w9/\/i(s)

Application au calcul de la racine r-ieme: Le calcul de ¢ = p(p) = 77 s'effectue en
utilisant la formule (2.7), chacune des fonctions y apparaissant étant calculée efficacement
en utilisant la méthode de Newton.

Complexité: La division (exacte) de In(p) par r ne coite que s divisions dans ’anneau A.
Le cott global du calcul de racine r-ieme de p par la formule (2.7) est donc R(s) = E(s)+L(s),
soit, quand s — 0o

R(s) ~ 13M(s)
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Remarques :
1. La formule (2.7) nécessite de pouvoir diviser par r dans "anneau A.

2. Sur une suggestion de Paul ZIMMERMANN, dans ce dernier cas particulier de la racine
r-ieme, il est plus intéressant pour les plus petites valeurs de r, r = 2,3,4,5, les plus
fréquentes en pratique, de remplacer I'utilisation de la formule (2.7) par la détermi-
nation directe par la méthode de Newton de la racine de terme constant égal a 1 de
f(u) = " — p. La fonction d’itération est alors p(u) = (r — 1)u — p/u"~* dont la com-
plexité asymptotique est de (8 + 20 (r — 1)) M(s) ou o(k) est le nombre minimum de
produits nécessaires pour calculer z*. Ce qui conduit aux complexités respectivement

pour r = 2,3,4 et 5 de 8M(s), 10M(2), 12M(s) et 12M(s) quand s — oc.

Commentaire: Les algorithmes exposés ci-dessus, dont les complexités sont prometteuses
nécessitent des outils lourds (transformée de Fourier rapide, itération de la méthode de
Newton, etc.) pour une complexité asymptotique en M(s) mais qui risque de ne manifester
sa supériorité sur les méthodes plus classiques (en O(s?)) que pour des degrés éloignés de
ceux considérés en calcul formel. Par exemple, en calcul numérique, la transformée rapide
de Fourier pour la multiplication de polynémes ne I’emporte sur les méthodes classiques que
pour s > 64 (d’apres [47, page 72]).

2.5.6 La méthode de Miller

Au prix d’hypotheses de méme nature que pour les méthodes asymptotiquement rapides
du paragraphe 2.5.5 (caractéristique de A supérieure a s, possibilité de diviser par r dans
A), P. HENRICI propose dans [46] une méthode récursive de complexité O(s?) qu’il attribue
aJ. C. P. MILLER.

Lemme 2.41 (J. C. P. Miller). Soient p et ¢ des séries formelles dont le terme constant
est €gal a 1, telles que

~ L .
g=1pr . (2.11)
Le k-iéme coefficient ¢, de q peut €étre calculé récursivement a partir des k premiers coeffi-
cients de q et des k + 1 premiers coefficients ag, ... ,ay de p par la formule :
1S (k= (r 4 1)i)eap;
G=7 ok (2.12)
r

Il
=]

Preuve : En dérivant 1’équation (2.11), nous obtenons:

~ Ly~

¢ = P (2.13)
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Puis en multipliant (2.13) par p, il vient d’apres (2.11):

g l’V,N/
qp qp
r

Soit :

(1 + 26t +3ct* + - )1+ @t +a@t* +--+) =
1 - ~ ~ ~ ~
—(1L+cit +et? + -+ )(ay + 2aqgt + 3ast® +---) . (2.14)
T

En identifiant les coefficients de t*~! de chaque coté de 1’égalité (2.14), nous obtenons:

k k-1
e 1 o~ o~
E 1C,Ap_; = ; E (k — z)ak_ick
D’ou la formule récursive. O

Remarque: La formule (2.12) nécessite elle-aussi de pouvoir a priori diviser dans I’anneau
A par les entiers compris entre 1 et s ainsi que par ’entier r.

Il est facile de transformer le lemme 2.41 en un algorithme qui calcule la racine r-ieme de
polynomes dont le terme constant est égal a 1. Nous supposons que A est de caractéristique
nulle ou supérieure a s et qu’elle ne divise pas r:

Algorithme de J. C. P. Miller

Entrée: r > 1, s un entier positif, p mod t*t! € A[t]
tel que p=¢ " mod t**! et p(0) = 1; {p=1+ait+- - +ast°}
Sortie: q. {g=1+ct+--- 4+t +c,t° }

(1) Sir =1 alors retourne p

(2) ¢ 1;q=1

(3) Pour k passant de 1 a s répete:
& = (i ((k = (r 4 1)i)ear—i)/r)/k
q— g+t

(4) Retourne ¢
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Complexité: Le calcul de g nécessite seulement s(s+ 1) multiplications dans A, s(s—1)/2
additions dans A et s divisions par un entier. Ce qui assure la supériorité de cet algorithme
sur les méthodes asymptotiquement plus performantes décrites au paragraphe 2.5.5, tant
que s reste petit (typiquement inférieur ou égal & 70).

Nous résumons le résultat de ce paragraphe dans un lemme.

Lemme 2.42. Soit A un anneau intégre de caractéristique nulle. Soit p € A[t] un polynome
de degré n ayant 1 pour terme constant :

pt)y=14ait+ - +a, 1 t" ' +a@,t"
tel que
p(t) =q(t)" et n=rs
alors q(t), de degré s, peut étre calculé a partir de :
L +at+--+ait* = p(t) mod t*+
Preuve : Utiliser un des algorithmes précédents. d

En fait, a 'examen des algorithmes, I’hypothese de caractéristique nulle peut étre rem-
placée par:

Lemme 2.43. Soit A un anneau intégre de caractéristique £. Soit p € A[t] un polynome de
degré n ayant 1 pour terme constant :

p)=14at+ -+ @ 1t" "+ a,t"
tel que
p(t) =q(t)" et n=rs
alors, si { > s et { ne divise pas r, q(t), de degré s, peut étre calculé a partir de :
1L +ayt+--+ait® = p(t) mod t*+

Preuve : En utilisant la formule de J. C. P. Miller ou l'itération de Newton avec la trans-
formée de Fourier rapide. a

2.6 Le calcul de résultants sur un anneau non integre

Le lemme 2.24 montre que le calcul du résultant de deux polynémes a coefficients dans
A[t] est compatible avec la réduction de leurs coefficients modulo ¢**!'. La méthode la plus
efficace couramment utilisée pour calculer le résultant est 1’algorithme des sous-résultants qui
effectue des divisions exactes dans I’anneau. Mais, méme si A est un anneau integre, ’anneau
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A[t]/(t**1) n’est pas inteégre. Ceci nous empéche d’utiliser I’algorithme des sous-résultants.
Ainsi, nous pouvons perdre en complexité I’économie que nous avons faite sur la taille des
polynémes a manipuler pour achever le calcul.

Un moyen de contourner ce probleme est de faire appel aux méthodes de calcul du
résultant sans faire appel aux divisions, qui peuvent donc étre utilisées sur des anneaux
non-integres, par exemple [11]. L’état de I’art sur le sujet peut étre trouvé dans [3].

L’intérét de faire appel a une telle classe d’algorithmes est aussi de pouvoir effectuer
les transformations du paragraphe 3.6 modulo f(y) ce qui permettra la aussi d’éviter le
stockage de termes inutiles (cependant effectuer un modulo f(y) est un peu plus cotteux
que de tronquer les polyndémes modulo #11).

2.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre plusieurs algorithmes élémentaires de manipulation
de polynémes. En particulier, nous avons vu comment calculer la racine r-ieme d’un poly-
noéme défini sur un anneau integre, utilisables sous quelques hypotheses supplémentaires en
caractéristique non-nulle. Les méthodes basées sur le calcul du pged de polynomes (para-
graphes 2.5.2 et 2.5.3) sont tres colteuses, méme si elles fournissent parfois une information
supplémentaire : une factorisation partielle de la racine.

Les méthodes d’origine analytiques sont beaucoup plus efficaces, et ont en plus 'avantage
de ne nécessiter que la connaissance des s+1 premiers termes du polynome dont est recherchée
la racine r-ieme. Si le polynéme p est obtenu par un calcul, n’avoir a en calculer que ses s+ 1
premiers termes pour ensuite en déduire la racine r-ieme allégera forcément le calcul de
p. Nous tirerons pleinement parti de cette propriété pour le calcul des résolvantes dans les
chapitres 3 et 4. Notre intérét pour ces méthodes a été suscité par [107] et [105].

Nous introduisons une notation pour les algorithmes de racine r-ieme.

Notation 2.44. Soient r et s des entiers. Soit p € A[t] un polynome a coefficients dans
I’anneau integre A dont le terme constant est égal a 1 et dont les termes de degré inférieur
ou égal a s correspondent a ceux d’un polynome de degré s a coefficients dans A élevé
a la puissance r. Sous les hypotheses adéquates de 1'un des lemmes 2.42, 2.43, ou 2.39,

{/p(t) mod t5+1 désigne la racine r-iéme exzacte de p modulo ¢*7!, calculée seulement & partir
des termes de p de degré inférieur ou égal a s:

(W)r = p(t) mod #***
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Chapitre 3

Calcul récursif de résolvantes de
Lagrange absolues

Ce chapitre décrit un algorithme pour le calcul formel des résolvantes de Lagrange. Il
était pratiqué par J. L. LAGRANGE sur des exemples [59]. Malheureusement, apparaissent
au cours des calculs des facteurs et des multiplicités parasites. L. E. SOICHER ([89] ou [90])
semble 'avoir redécouvert indépendamment dans un cas particulier a partir de certaines
propriétés des résultants. Sa méthode qui supprime les facteurs parasites a été améliorée
dans [61]. Nous en donnons une nouvelle description dans le cas général. Cette technique
souffre du recours a des calculs symboliques tres lourds en espace mémoire. Nous y avons
apporté trois contributions: '« échange » du calcul du quotient avec le calcul de résultant
(le résultant est calculé sur des degrés beaucoup plus petits), 'utilisation de calculs sur les
polynomes réciproques tronqués (pour ne conserver que les termes strictement nécessaires)
ainsi que la caractérisation d’une classe d’invariants, les invariants « simples », (qui contient
ceux que calcule L. E. SOICHER) qui correspondent aux cas dans lesquels cette méthode est
la plus efficace.

3.1 Définitions

Nous considérons dans ce chapitre, A un anneau integre, K son corps des fractions et f
un polynome unitaire séparable de degré n a coefficients dans A dont les racines distinctes
dans une extension algébrique K de K sont Qry e, Q.

L. E. SOICHER a proposé dans [89] (voir aussi [90]) d’utiliser les résultants pour calculer
les résolvantes associées a une certaine classe d’invariants: les invariants linéaires.

Nous présentons ici une généralisation de cet algorithme qui tire pleinement partie de la
remarque de C. WILLIAMSON [113] déja exploitée dans [61].

Définition 3.1. Soit k& un entier positif. Notons [ ] 'application « d’évaluation » de ’anneau
Alzy, ... ,xgy1] dans Afy][zy, ..., zx] définie par:

[]: Alxr,...,2p40] — Alyllz1, ... 2
C) — (O] = O(y, x4, ..., k)
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Exemples : [z1+ 224 23] = y+ a1 + @9, [2] + 22(25 — 25)] = v° + 21(x2 — y?), [v2w324] =
T1T2X3.

Définition 3.2. L’application, notée « . », associe a un motif de partition m (défini au
paragraphe 2.4) de longueur k, de niveau ¢ vérifiant 0 < ¢ < k et a un polynome O de

Alzy,... ,xg41] un polyndéme m.O de Alxy, ..., xpe1-¢]:
M(ﬁ,k‘) XA[CCl,... ,$k+1] — A[l’l,... ,.I’]H_l_g]
(m,0) — m.O = O(m.xy,... ,M.Tpy1) ,

ou en posant m = mymy---my avec m; € {0,1} pour 1 <1 <k,

m.r1 = 21

) rysim;_; =1
et pour 2<7<k+1 m.x; = L ,
P SISkt J { Tip1 sl mj_; est le 1-ieme zéro de m

L’application « . » consiste donc a renommer en z; les £ variables z;_; ou j correspond
aux coordonnées égales a 1 du motif de partition m et a renommer en z;4, les variables z;_;
ou j correspond a l'indice du i-ieme zéro de m.

Exemples: Nous placons au-dessus de chaque variable la valeur de la coordonnée du motif
de partition qui la conditionne.
Pour © € Alzy,...,xs], et my = 0000100 € M(7,1), my = 0000110 € M(7,2), ms =
1101000 € M(7,3):
m1.® = @(.171, $02, 193, $04, $05, .ﬁll, .1?6, .1?7) € A[Il, X2,T3, T4, T5,Tg, CE7]

o 0 O 0 1 1 O
mg.G) = @(.171,I27I37I4,I5,$1,$1,$6) - A[I1,$2,$3,$4,I5,I6]

1 1 0 1 0 0 O
m3.® = @(fEl,$1,l’1,$2,$1,$3,l’4,l’5) € A[$1,$2,$3,I4,$5]

3.2 La méthode de Soicher

Soit ©® € Alxy,...,xky1] un invariant d’arité au plus k& + 1. La méthode qui consiste a
utiliser des résultants pour éliminer successivement les variables xy,... , zz11 du polynéme
t — O est décrite sur des exemples par J. L. LAGRANGE dans [59] (il ne disposait pas alors de
Poutil résultant qui date de la fin du 19¢siecle). Elle a été utilisée par L. E. SOICHER [89].
C’est aussi la méthode proposée par M. GIusTI, D. LAZARD et A. VALIBOUZE dans [45].
Cependant ces derniers indiquent seulement que des polynomes supplémentaires apparaissent
au cours du calcul: ils correspondent aux cas d’égalité entre les valeurs des variables lorsque
les racines de f leur sont successivement substituées. L. E. SOICHER a décrit exactement
la nature de ces polynomes superflus dans le cas d’invariants particuliers, les invariants
lin€aires, qui s’écrivent sous la forme

®($1,... ,$k+1) :€1I1+"'—|—€k+1$k+1 5 (31)

avec (e1,... ,ep11) € AFFL
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Ce chapitre contient la description d’un algorithme qui calcule récursivement ces poly-
nomes supplémentaires dans le cas d’un invariant quelconque.

Plutot que de diviser comme L. E. SOICHER le résultat final par les polynomes supplé-
mentaires (considérés comme superflus), nous allons chercher a effectuer la division avant
méme de calculer le résultant, ceci dans le but de contenir I’explosion du nombre de termes
symboliques & manipuler en machine.

La méthode de Soicher consiste, dans le cas des invariants linéaires de la forme (3.1) a
éliminer une variable de © par la propriété 2.21 (du paragraphe 2.3) et a diviser le résultat
par les polynomes superflus.

Cette méthode est illustrée ci-apres par deux exemples.

Exemple 1, 'invariant linéaire © = z; + 2x5 + 423

L. E. SOICHER remarque que la résolvante du polynéome f pour l'invariant @ d’arité 3
vérifie :

_ Résy (f(y)a £2I1+4$27f(t - y))
£31‘1+4l‘2,f(t) X £51'1+27327f(t)

£$1+2$2+4$37f(t) (32)

Les résolvantes de Lagrange associées a des invariants d’arité 2 apparaissant dans cette
formule peuvent étre calculées (récursivement) de la méme fagon :

Résy (f(y), Lae,,f(t — 2y))

Lopr iz, s (1) = o] (3.3)
RéS | ,,/.,‘4“7 — 3 )

Lomsan, g(8) = 28U (ygh ; (tf;(t v) (3.4)
RéS | 7£51‘1, — 2 )

Lsor2e,,5(1) = y(f(yﬁ)h f(;;(t v) (3.5)

Le procédé qui fait décroitre strictement 'arité des divers invariants considérés s’arréte
sur les résolvantes associées aux invariants d’arité 1 restants, elles peuvent étre aussi bien
calculées par la formule

Lea, 1(1) = Résy (f(y), 1 —ey) (3.6)

que par

o) = g (1

€

pour e prenant les valeurs 4,5,6 et 7.
En réinjectant les expressions (3.4), (3.5) et (3.6) dans (3.2) et grace a la propriété 2.22
du résultant, le calcul de £;, 424,44, devient:
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z14+2z9+4z3, - ~ p p . .
] Résy (F(y); Laz s (L = 3y) X Loz f(t = 2y))
Les résolvantes apparaissant dans (3.7) sont elles-mémes calculées récursivement par la
méthode de Soicher grace aux formules (3.3) et (3.6).
C. J. WILLIAMSON a observé dans [113] que pour les invariants linéaires d’arité 2, la

division peut étre effectuée avant le calcul de résultant.

Proposition 3.3 (Williamson). Pour e; # e,

Résy (f(y), Leyer s (t — 1))
Rés, (f(y),t — (e1 + e2)y)
Résy (f(y)v £62l’17f(t B €1y) — 'Ce?zl’f(GQy))
Rés, (f(y),t — (e1 + e2)y)
_ és ‘ £€21‘17f(t - ely) - £52I17f(€2y)>
= R y(f(y)7 t—(€1‘|‘€2)y

Preuve : Il suffit d’appliquer la propriété 2.21. a

’Cel z1+exza, f (t)

Nous avons généralisé dans [61] ce résultat, a des invariants de plus grande arité: il suffit
de prendre le quotient de la division par rapport a ¢ (noté L—Jt, voir le paragraphe 2.3.4).
La formule (3.7) devient alors:

—cL A (3:5)

avec

N(t,y) = Lagypaas, s (E —y) x (1 = Ty)*
et D(tv y) = ’C‘l%’hf(iL - 3y) X ’C5I17f(t - 2y)

Exemple 2, 'invariant linéaire © = z; + x5 + 23

Pour l'invariant ©, L. E. SOICHER remarque que la résolvante associée vérifie:

S Résy (f(y), Loy st —y _

Les résolvantes de Lagrange associées a des invariants d’arité 2 apparaissant dans cette
formule peuvent étre calculées (récursivement) de la méme fagon :

RéS | L‘Qm — .
Loy tae,,1(1) = y(f(il; f(t}f(t y)) (3.10)

Loyiens(t) = \/ Rés, (f (zz;ﬁfz(lég(t —y)) (3.11)
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Quant aux résolvantes d’arité 1 restantes, elles sont calculées par la formule (3.6) pour e
prenant les valeurs 1,2 et 3.
Comme dans 'exemple précédent, en réinjectant les expressions (3.10), et (3.6) dans

(3.9), le calcul de L, 44y 44,5 devient:
|) (3.12)
¢

N(t,y) = Loy 4z, £ (t — y) X (t — 3y)
et D(t,y) = Loz s(t —y)

/:,zl+af2+z3,f(t) = i/RéSy (f(y)7 \‘g((z: y))

avec

Nous utiliserons au paragraphe 3.5 les propriétés de certaines méthodes de calcul de
racines r-iemes exposées au paragraphe 2.5 pour contribuer a diminuer le nombre de calculs
symboliques a stocker dans les cas ou apparaissent de telles puissances.

3.3 Cas d’un invariant quelconque

Pour généraliser la méthode de Soicher a des invariants quelconques d’arité k& + 1, ce
paragraphe décrit le calcul récursif des polynémes f-évalués définis au paragraphe 2.7 en
faisant décroitre strictement 1’arité des invariants considérés a chaque appel récursif.

Propriété 3.4. Soit © € Alzy,...,xr41] un invariant d’arité k 4+ 1. L’élimination de la
variable y de [O] € Aly][x1, ... ,xk] par le résultant donne:

Rés, (f(v),€ers) = Eor | Emos

meM(1,k)

ou &),y € Aly] est caleulé en considérant la définition 2.7 du polynome f-évalué sur l'anneau
Aly] pour Uinvariant [©] € Aly]lzy, ..., zx) d'arité k.
Soit encore :

_ Rés, <f(y)7 5[@],f)

H 5’m.®,f

meM(1,k)

Eo,r

(3.13)

Preuve : Le résultant de f avec le polynome e} s par rapport a la variable y est, d’apres
la propriété 2.21, le produit des polynomes &gy ¢ pour y évalué en chacune des racines de f.
Or la définition de & ; exclut les cas d’égalités des racines deux a deux. Ce sont ces k cas
d’égalités introduits par le résultant qui apparaissent au dénominateur de la formule (3.13).

O

Les polynomes au dénominateur de I'expression (3.13) peuvent eux-mémes se calculer par
élimination d’une variable en appliquant la propriété 3.4 a chacun des m.© € Alzy,... , zg]
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pour m parcourant M(1,k):

Rés, (f(y): Emols)

Emo,f = (3.14)
H gm’.(m.@),f
m!/eM(1,k—1)
[’équation (3.13) devient donc:
Rés f Yy ,597 )
H Resy <f(y 5‘ ]f) meM(1,k),m!'eM (1,k—1)
meM(1,k)

Pour calculer &, e1, 'ordre dans lequel les variables z; de m'.(m.0) sont identifiées
deux a deux par « . » importe peu, car, par définition, £ évalue les variables z; des m’.(m.0),
pour 1 <12 < k — 1, en toutes les racines de f.

Nous utiliserons donc la propriété suivante :

Propriété 3.5. Soit © € Alzy,... ,2511]| un invariant d’arité k + 1. Pour 0 < j <k,
H g’m'.(m.@),f = H (gm.G),f)j+1
meM (j,k),m'eM (1,k—j) meM (j+1,k)

Preuve : La liste de longueur card (M (1,k — j)) x card (M (4, k)) = (k—7) x k!/((k—J)'3!)

des invariants
[ (m.0) | m € M(j,k),m’ € M(1,k — j)}

ne contient que k!/((k — (7 + 1))!(j + 1)!) éléments distincts. Chacun est obtenu avec la
multiplicité 7 + 1. a

En utilisant la propriété 3.5, ’équation (3.15) s’écrit aussi:

Eo s = Rés, (f(‘y)ag[@],f) H (5m.®,f)2 ‘ (3.16)
H Rés, (f(y), Em.e1s) meM (2,k)
meM(1,k)

L’induction du processus, qui fait strictement décroitre I'arité des invariants successifs,
sur les polynémes &, @ 5 jusqu’a éliminer toutes les variables donne la formule générale :

Eo,; = Rés, ( H Resy H Resy 5 ]f)2!
meM(1,k) meM(2,k)
y(=1)Fk! .
H Resy )s Em H Resy )s Em ]f) . (3.17)
meM (3,k) meM (k,k)

La formule (3.17) fournit une méthode permettant de calculer le polynome &g f: les
invariants [m.0] € Aly][z1,...,Tk—i—1], pour m € M(i,k), apparaissant dans le membre
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droit de I’égalité (3.17) sont tous d’arité strictement inférieure a celle de O, et la formule
(3.17) peut leur étre appliquée récursivement (sur "anneau Aly]).

Cependant, nous n’allons pas utiliser la formule (3.17) directement. Il est possible de lui
appliquer le lemme 2.26.

Notation 3.6. Soit © un invariant d’arité k£ + 1. Le polynéme P(i,k) € Aly] désigne le
produit :

meM (i,k)

L’utilisation du lemme 2.26 et de la notation 3.6 pour la formule (3.17) donne:

-y

ou, si k est impair,

sinon, si k est pair,

N(t,y) = P(0,k)P(2,k)--- P(k,k)
et D(t,y) = P(L,k)P(3,k)--- P(k — 1,k)

Dans les deux cas les polynomes N(¢,y) et D(t,y) vérifient les hypotheses du lemme 2.26.

Les polynomes &0, € Aly] qui apparaissent dans N(t,y) et D(t,y), avec m.O €
Alyllz1, ..., Tk—i—1], pour m € M(i, k), peuvent étre eux-mémes calculés récursivement par
la formule (3.18) sur 'anneau Aly].

La formule (3.18) fournit donc une méthode permettant de calculer récursivement le
polynome &g ;.

Dans les paragraphes 3.4 et 3.5 cette méthode, qui nécessite a prior: de tres gros cal-
culs symboliques sera améliorée. Puis sera traité au paragraphe 3.6 un cas particulier ou
I’explosion des calculs symboliques est contenue.

3.4 Elimination de puissances, acte 1

Au paragraphe 3.3, dans le calcul a partir d’élimination des variables d’un invariant ©
d’arité k+1, peuvent apparaitre aussi des puissances superflues. Elles sont dues aux symétries
de I'invariant (voir [45] et la proposition 2.10):

S@,f — (E@)’f)card(Staka‘H (@)) . (319)

L’utilisation de la relation (3.19) dans 1’équation (3.18) donne:

(o0 ®) s, (110). | 504 ) (3.20
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ou N(t,y) et D(t,y) sont donnés dans la formule (3.18) en remarquant que

P(i k) = H <£[m.®]7f)i!card(Staka_i([m.@])) ’

meM (i,k)

car [m.O] € A[zq, ..., xp].

Pour minimiser les degrés des polynémes apparaissant dans les calculs, il est préférable
de remplacer le calcul récursif des polynomes &}, o1 ¢ par celui des résolvantes Ly, o1 ¢-

Le calcul de résultant étant compatible avec I’élévation a la puissance (voir propriété 2.23),
il est possible d’enlever les puissances communes connues a priori, les évaluations [m.0O]
n’étant pas forcément toujours toutes distinctes.

Soit E(1,k) la liste d'invariants dont les éléments peuvent se répéter:

E(i, k) ={[m.O] | me M(i,k)}

La présence d’éléments égaux dépend des symétries de O.

Notation 3.7. Soit = la relation d’équivalence définie, pour m et m’ dans M(:, k) par:
m=m' si [m.0] = [m'.0]

Pour m € M(i, k), m désigne sa classe d’équivalence et M (i, k) désigne 1’ensemble des
classes d’équivalence de M (i, k).

Le cardinal de la classe d’équivalence m est noté dz.

La valeur de [m.0] est celle de [m.0] pour n’importe quel représentant m de la classe de
conjugaison m.

Donc, E(i, k) s’écrit aussi sous la forme:
E(i,k) = {[m.0)" | me M(i,k)}

en notant les multiplicités sous forme de puissances.
Nous pouvons donc écrire pour 0 <1 <k,

. il card( Stabg, . ([m.9]))dmw o«
Pliky= [ (Lomeyy)" o moD)im (3.21)

meM (i k)

Exemples : La notation sous forme de puissances correspond aux multiplicités.

1. Pour © = xy + 225 + 43,
M(1,2) = {10,01}, M(1,2) = {10,01},
E(1,2) = {3y + 421, 5y + 2241 },
M(2,2) = {11}, M(2,2) = {11},
E(2,2) ={7y}.
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2. Pour ©® = xy + x5 + 23,

M(1,2) = {10,01}, M(1,2) = {10} et d5 = 2,
E(1,2) = {(y + 221)%},

M(2,2) = {11}, M(272) = {ﬁ}a

E(2,2) = {3y}.

3. Pour © = xy + 225 + 43 + S8uy4,

M(1,3) = {100,010,001}, 3(1,3) = {100,010, 001},
E(1,3) = {3y + 421 + 8xq, 5y + 221 + 822,99y + 221 + 4a,},
M(2,3) = {110,101,011}, M (2,3) = {110, 101, 011},
FE(2,3) = {7y + 8x1, 11y + 41, 13y + 22, },

M(3,3) = {111}, M (3,3) = {111},

E(3,3) = {15y}.

. Pour ©® = xy + 29 4+ 3 + 24,

M(1,3) = {100,010,001}, M(1,3) = {100} et dmg = 3,

E(13) = {(2y + x1 + 22)°},

M (2,3) = {110,101,011}, M(2,3) = {110} et drF = 3,

E(2,3) = {3y + 1)},

M(3,3) = {111}, M(3,3) = {111},

E(3,3) = {4y}.

. Pour ©® = x; + x5 + 3 + 4y,

M(1,3) = {100,010,001}, M(1,3) = {100,001} et dgg = 2, dgor = 1,
E(1,3) = {(2y + x1 + 422)*,5y + x1 + 22},

M(2,3) = {110,101,011}, M(2,3) = {110,101} et drg = 1, dmr = 2,
E(2,3) = {3y + 421, (6y + 21)?},

M (3,3) = {111}, M (3,3) = {111},

E(3,3) ={7y}.

. Pour © = zyx5 + w324,

M(1,3) = {100,010,001}, M(1,3) = {100,010} et digg = 1, dgig = 2,
E(1,3) = {y* 4+ z129, (y(z1 + 22))?},

M(2,3) = {110,101,011}, M(2,3) = {110} et d5 = 3,

B(2,3) = {(y* + yx1)’},

M(3,3) = {111}, M (3,3) = {111},

E(3,3) = {2y*}.



e N~AiLi AL L L ALULES ST N4 AL/ VA LV el LA LV Ay ALY L LT

Pour éviter des calculs de puissances superflues nous calculons le pged des puissances
apparaissant dans (3.21):

d = pged {i! card (Stabg,_, ([m.0])) dm | M € M(i,k),0 <i <k}
et ne retenons que la racine d-ieme nécessaire au calcul.
Notation 3.8. Soit

L(i,k) = P(i, k)"/* . (3.22)

J) (3.23)

En prenant la racine d-ieme, le calcul (3.20) devient :

car abg N t ‘
,C@ d(St bckH(@))/d = Res, (f(y)v L ( "y)

ou, si k est impair,

sinon, si k est pair,

et D(t:y) = L(1,k)L(3,k) - L(k — 1, k)

Nous avons vu dans ce paragraphe comment éliminer certaines puissances a priort dans
le calcul récursif de résolvantes, cependant, dans (3.23) la résolvante cherchée peut encore
apparaitre avec une certaine puissance, car card <Stab6k+1 (@)) /d peut ne pas étre égal a 1:
nous calculons donc parfois toujours trop de termes, qui sont tres consommateurs d’espace
mémoire et alourdissent inutilement les calculs symboliques.

3.5 Elimination de puissances, acte 2

Le paragraphe 2.5 a rappelé des méthodes de calcul de racines r-iemes montrant qu’il
n’était pas nécessaire de connaitre tous les termes d’un polynome pour pouvoir en calculer
sa racine exacte. Nous allons utiliser ici cette technique pour limiter le nombre de termes
effectivement calculés.

Soit k un entier positif, et © un invariant d’arité au plus & 4 1, le degré de la résolvante
de Lagrange absolue Lg s, noté s, est

n!

- (n—(k+ 1))!CELI’C‘1 (Stab6k+1 (@))

Pour utiliser les algorithmes de racine r-ieme sur des polyndomes tronqués au degré s, nous
allons donc effectuer les calculs de (3.23) modulo ¢**! sur les polynémes réciproques des
résolvantes apparaissant dans (3.23) qui sont des polynémes a coefficients dans Aly].
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La puissance a laquelle la résolvante Lg ; est obtenue dans la formule (3.23) est r =

card (Stabg,,, (0)) /d.

Théoreme 3.9. Avec la notation 2.44, la résolvante de Lagrange absolue de l'invariant ©
se calcule récursivement par la formule :

~ t
N(t,
Récip (Lo,f) = 4| Rés, (f(y), {M“ ) mod ¢s+! (3.24)
D(t,y)
~ t
o [%—‘ désigne le j-iéme quotient (de degré j) de la division des polynomes par rapport
a la variable t selon les puissances croissantes ou j = deg, (N(t,y)) —deg, (D(t,y)); et, si k

est impair,

N(t,y) = L(0,k)L(2,k)--- L(k — 1,k) mod t/+!
D

el (t,y) = L(1,k)L(3,k) - - - L(k, k) mod t/+!

sinon, st k est pair,

N(t,y) = L(0,k)L(2,k)--- L(k, k) mod #*+!
D

el (t,y) = L(1,k)L(3,k) - L(k — 1,k) mod ¢/**

avec

L(i,k)= JI Recip ((Qm.e}ﬁﬂCard(smb@k—"([m’@mdﬁ/d) ,

M(i,k) pouri < k, dw pour m € M(i,k) et d ayant été définis au paragraphe 3.4 et r et s
au début du paragraphe 3.5.

Preuve : La possibilité d’effectuer des calculs de résultants sur les polynomes réciproques
vient du lemme 2.25.

La possibilité de calculer la racine r-ieme du polynéme modulo ¢°*! vient du lemme 2.42.
_ D’apres la propriété 2.18, le j-ieme quotient dans la division des polynomes réciproques
N(t,y) par D(t,y) selon les puissances croissantes est bien égal au polynéome réciproque
du quotient des polynomes N(t,y) par D(t,y) dans la division euclidienne et, d’apres la
propriété 2.17, ne sont nécessaires pour le calculer que les j+ 1 premiers termes (de plus bas
degré) des polynomes N(t, y) et E(t, Y).

La validité des formules sur les polynomes a été établie au cours des paragraphes 3.3 et

3.4. O

Ce théoreme fournit bien un algorithme récursif de calcul de résolvantes de Lagrange
dans le cas général: les résolvantes Récip (,C[m.@”) pour des invariants, d’arité strictement
inférieure a celle de ©, qui apparaissent dans la formule (3.24) sont elles-mémes calculées
par induction du théoreme sur 'anneau integre Aly].

Des exemples d’application de ce théoreme sont donnés au paragraphe 3.6.
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3.6 Les invariants simples

L’utilisation du théoreme 3.9 pour un invariant quelconque © d’arité k& + 1 nécessite,
lors des appels récursifs du théoreme 3.9 de calculer des résolvantes sur 'anneau Afy|. Les
appels récursifs suivants, pour les calculs sur A[y] nécessiteront ’adjonction d’une nouvelle
variable transcendante, notons-la z, les calculs étant menés pour des résolvantes a coeffi-
cients dans Aly, z] et ainsi de suite. Le nombre des termes des polynémes a manipuler peut
se révéler tres conséquent en raison du nombre de variables transcendantes apparaissant,
et oter tout intérét a cette méthode de calcul des résolvantes par rapport a une méthode
basée, par exemple, sur les fonctions symétriques, qui peut nécessiter elle aussi beaucoup de
manipulations algébriques couteuses.

Cependant, 'utilisation du théoreme sur un anneau integre plus « compliqué » (du point
de vue de sa représentation en machine) en raison de 'apparition de nouvelles variables
transcendantes n’est pas toujours nécessaire. Il est parfois possible de calculer les résolvantes
sur Afy] a partir d’une transformation simple de résolvantes a coefficients dans A:

1. si [m.©] € Ay, z1,...,xx] correspond a la somme d’un polynéme en y, noté S(y), et
d’un invariant ¥ € Alzq,... , zg,

[m.0] =V + S(y) (3.25)
la résolvante

Lime)f(t) = Loysy).r(t)

s’obtient par

Lim.e,4(t) = Lu,s(t = S(y)) (3.26)
qui devient pour le polynéme réciproque :
;o ° _ ) deg, (Eq, ) 4 t . Q¢
Récip (,C[m.@] 7)) = (1= S(y)r)* e ") x Récip (Lo ) | —=— ;o (3.27)
’ AL =Syt
2. si [m.O] € Aly,z1,...,xx] correspond au produit d’un polynoéme en y, noté P(y), et
d’un invariant ¥ € Afzq,... , zg,
[m.O] =¥ x P(y) (3.28)
la résolvante
Lim.e1.(t) = Lap).s (1)
s’obtient par
E[m.@],f(t) _ P(y)degt(ﬁw,f) % 'C‘lﬁf <L> (329)
P(y)

qui devient pour le polynéme réciproque :

Récip (Lpmeys) (1) = Récip (Lug) (tP(y)) (3.30)
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Exemples : Nous supposons que le polynéme [ est de degré n.
La résolvante associée a l'invariant © = y + 1, d’arité 1, se calcule par:

’Cy+9317f(t) = ’Cﬂvhf(t - y)

Ce calcul devient en passant aux polynémes réciproques:

s . n P t
Récip (Lytz, ) (1) = (1 —yt)" x Récip (Lz, ) (1 — yt>

La résolvante associée a l'invariant © = (y + 1)z2,, d’arité 2, se calcule par:

t
L T t)=( 1 n(n=1)/2 Ew z
(y+1)z1 27f( ) (y—l_ ) X 172, f y—l—l

Ce calcul devient en passant aux polynoémes réciproques:
Récip (L(y41)e125.5) (1) = Récip (Loya,p) (Hy + 1))
La résolvante associée a l'invariant © = yx;, d’arité 1, se calcule par:
" t
’nyhf(t) =y X ’thf ;

Ce calcul devient en passant aux polynoémes réciproques:

Récip (Lye, 1) (1) = Récip (Lo, 1) (ty)

La résolvante associée a l'invariant © = y + yx;, d’arité 1, se calcule par:

'Cy+y$1,f(t) = 'Cyrl,f(t - y)

n t—y
=Y X'Cﬂt?l,f( , )
)

Ce calcul devient en passant aux polynoémes réciproques :

s . n P t
Récip (Lytye, ) (1) = (1 — ty)" x Récip (Lo, f) (1 _ ty)

n ey ty
— (1 _ ty) X ReClp (’/:’l'lyf) <1 _ ty)

Définition 3.10. Un invariant simple est un invariant © d’arité k + 1, © € Alzy, ..., Tr41],
dont tous les évalués distincts [m.0] pour m € M (i, k), avec 0 < i < k, (M (i, k) ayant été
défini au paragraphe 3.4) s’obtiennent par I'une ou autre des deux opérations (3.25) et
(3.28) (somme d’un polynéme en y, produit par un polynéme en y) ou par combinaisons de
ces deux opérations.
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Exemples : Les invariants x1 4+ x4, (x1 + 1)x223 = x12223 + 2223, T129, T1 + T223 sont
simples.

Pour les invariants simples, les appels récursifs au théoreme 3.9 sont effectués pour des
invariants qui sont, par définition, de la forme [m.0] = C(V(xy,... ,25-;),y) ou C(V,y)
désigne le polynome en y construit a partir de sommes et de multiplications successives de
U avec des polynomes en y. Il suffit pour calculer la résolvante de Lagrange associée a un tel
[m.0] de calculer d’abord la résolvante de Lagrange, Ly s, & coefficients dans A de ¥ puis
d’en déduire la résolvante de Lagrange de [7.0], Liz.e)f, en appliquant la combinaison de
transformations adéquates correspondant a celles utilisées pour le calcul de ', c’est-a-dire
(3.26) pour chaque utilisation de (3.25) et (3.29) pour chaque utilisation de (3.28).

Remarque: Les invariants linéaires étudiés par L. E. SOICHER sont des invariants simples.

Nous allons illustrer cette utilisation particuliere du théoreme 3.9 par quelques exemples.

Invariant © = z;

Récip (Ls,,7) (t) = Récip (f) (1) ;

Invariant © = z; + z,

Récip (L2 1as.r) (1) = 3| Ré5, (f<y>, {gm ) mod ¢+

avec le degré s de cette résolvante qui est égal a s =n(n — 1)/2 et j la différence des degrés
en t des numérateur N(¢,y) et dénominateur D(¢,y) qui est égale a j = n — 1.

N(ty) = (1= yt)" x Récip (L) (

> mod /1!
11—yt

et D(t,y)=1-2yt ;

Invariant © = z; + z5 + 23

~ ¢
Récip (Lo 4aptes,f) (1) = \ Rés, (f(y)a |7~ ’ “ ) mod ¢s+!
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avec le degré s de cette résolvante qui est égal a s = n(n — 1)(n — 2)/3! et j la différence des

degrés en t des numérateur N(t,y) et dénominateur D(¢,y) qui est égalea j = (n—1)(n—2)/2.

- ¢ .
N(t,y) = (1 — yt)" /2 5 Récip (L, 420.1) (1 t) x (1 — 3yt) mod #/*!
)

~ L. t
Blt.y) = (1~ 200" x Récip (L) (55 )

et

Invariant © = z; + 23 + 235 + 24

RéCip (£$1+$2+$3+$47f) (t) =\ Résy (f(y)v |7 ~
D(t,y)
avec le degré s de cette résolvante qui est égal a
s=n(n—1)(n—2)(n—3)/4!

et 7 la différence des degrés en ¢ des numérateur N(t,y) et dénominateur D(¢,y) qui est

égale a 7= (n—1)(n —2)(n — 3)/6.

~ v . t
Ft,) = (1= g0 =00 Ricip (L) (157

t .
x (1 = 3yt)" x Récip (L4, f) (1 — 3yt> mod /!

- /
et D(t,y) = (1 —2yt)"" V2 x Récip (Lay4a.5) <ﬁ> (1= 45t)
—2y

Invariant © = z;z,

Réip (Lapay ) () = 5| Rés, (f<y>, {%} ) mod £+

avec le degré s de cette résolvante qui est égal a s =n(n — 1)/2 et j la différence des degrés

en t des numérateur N(¢,y) et dénominateur D(¢,y) qui est égale a j = n — 1.

N(t,y) = Récip (Ls, ) (yt) mod 7+

et D(ty)=1-y"t ;
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Invariant © = ;2,23

Récip (Lorepen s) (1) = 1| Rés, (f<y>, {ggzﬂ ) mod £++1

avec le degré s de cette résolvante qui est égal a s = n(n — 1)(n — 2)/3! et j la différence des
degrés en t des numérateur N(t,y) et dénominateur D(¢,y) qui est égalea j = (n—1)(n—2)/2.
N(t,y) = Récip (Layz, ) (y1) x (1 — y°t) mod £+

et D(t,y) = Récip (Loys) (v*)

Invariant © = z; + x5

Récip (Laraer s) (£) = | Rés, (f(y), {ggiﬂ ) mod ¢+

avec le degré s de cette résolvante qui est égal a s = n(n — 1)(n — 2)/2 et j la différence des
degrés en t des numérateur N(t,y) et dénominateur D(¢,y) qui est égalea j = (n—1)(n—2)/2.

t
11—yt

N(t,y) = (1 = yt)" =07 5 Récip (Lyyas.f) ( ) x (1= (y +y*)t) mod t7*!

~ yt
et D(t,y) = (1 —yt)" x Récip (L, s) <1 iyt)

Remarque : L’invariant zjx54 3 n’est pas simple a cause de I'évalué [z1x5+ 23] = ya1+ 22
qui n’est ni le produit ni la somme d’un invariant avec le polynome y.

L’invariant ® = xix, + w324 n’est pas non plus simple, a cause du terme yx; + a3
qui ne peut s’obtenir a partir d’un autre invariant par la composition de multiplications et
d’additions de polynémes en y. Nous 'utilisons comme exemple d’un calcul dans la version
générale de ’algorithme récursif. Il faut pour cet invariant faire des calculs sur des polynémes
a coefficients dans I'anneau A[y].

Invariant yx; + x93

Nous calculons d’abord Ly, +2,z,,5 sur anneau Afy|. La variable z joue ici le réle de y
précédemment :

~ 13
o 1= e 10 2] Y
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Le degré s de cette résolvante est égal a s = n(n — 1)(n — 2)/2 et j, la différence des degrés
en t des numérateur N(¢,y) et dénominateur D(¢,y), est égale a j = (n — 1)(n — 2)/2.

N(t, z)=(1- yzt)”(”_l)/2 x Récip (Loyzy.f) (1 — yzt) x (1 — (yz 4 2%)t) mod ¢/

~ ¢
et D(t,z) = (1 —yzt)" x Récip (Ls, f) (1 z t)

Invariant z;z9 + 2324

Nous calculons ensuite £, ;) 45,5, 7 sur I'anneau A par:

~ t
) N{(t,:
Récip (Lovmrenns 1) (1) = 2| Rs, (fcy),{ﬁ ﬂ ) mod ¢++1

Le degré s de cette résolvante est égal a
s=n(n—1)(n—-2)(n—-3)/4

et 7, la différence des degrés en ¢ des numérateur N(¢,y) et dénominateur D(t,y), est égale

aj=(n-—1)(n—-2)(n-3)/2.

t ? .
N(t,y) = Récip (Lyz,+apzs.f) () X <(1 — y*t)" x Récip (L, 1) <1 2t)> mod /!
-y

t

et D(t,z) = (1—y*)"""/ x Récip (Leya 1) (fyt

) « (Récip (Lorons) (1))

x (1 — 2y*t)?

3.7 Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre une généralisation de la méthode de Lagrange-
Soicher a des invariants quelconques. Nous avons fourni pour cela une description com-
binatoire des polynémes superflus apparaissant lors de I’élimination des variables grace au
résultant. Nous avons apporté deux raffinements a cette méthode: une généralisation de
la remarque (voir la proposition 3.3) de C. J. WILLIAMSON déja proposée dans [61] ainsi
que l'utilisation de techniques de calculs de racines r-iemes permettant de ne calculer (sur
les polynomes réciproques) que les termes strictement nécessaires au calcul de cette racine.
Cela ne représente bien stir une amélioration que dans le cas ou les puissances superflues
sont strictement plus grandes que 1, mais c’est fréquemment le cas des invariants primitifs
utilisés lors de la recherche du groupe de Galois: ils correspondent a des sous-groupes de &,,.

Cependant, en raison du grand nombre d’appels récursifs, dans le cas d’invariants quel-
conques, sur des polynomes a coefficients dans des anneaux de polynémes sur A avec un
nombre croissant de variables transcendantes, l'efficacité de cette méthode semble limitée
aux invariants de tres petite arité (disons jusqu’a 5). Nous avons toutefois caractérisé une
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sous-classe d’invariants, les invariants simples, pour lesquels les calculs récursifs demeurent
dans I'anneau A (sans introduire de nouvelles variables transcendantes) et sont alors beau-
coup plus efficaces. Mais méme dans ce cas, le nombre de polynéomes superflus a calculer
reste conséquent.

Nous décrivons dans le chapitre 4 une adaptation des idées de ce chapitre (les calculs
tronqués au seul degré nécessaire pour le calcul de racine r-ieme) a la méthode de calcul de
A. VALIBOUZE et N. RENNERT dans laquelle les polynémes superflus n’apparaissent plus.
Les méthodes peuvent étre en quelque sorte considérées comme duales : informellement parlé,
dans ce chapitre nous éliminons les polynomes « en trop » (en les calculant) alors que dans
le chapitre 4, la méthode de A. VALIBOUZE et N. RENNERT enleve a priori les « racines en
trop », ce qui évite "apparition des polynomes superflus.

Il existe pourtant une autre différence, entre les deux méthodes qui pourtant calculent
les mémes objets. La méthode décrite dans ce chapitre peut étre facilement et efficacement
adaptée aux calculs modulaires dans le but de calculer la résolvante par le théoreme chinois.

Plus précisément, si le polynome f, irréductible dans la plupart des utilisations de cette
méthode, peut étre factorisé en un grand nombre de facteurs modulo un premier p,

f=f-frmodp

alors les calculs de résultants de la forme

RéSy (f(y)v Q(tv y))

peuvent étre obtenus modulo p en utilisant la propriété 2.22 du résultant :

Rés, (f(y), Q(ty)) = _HRéSy (fi(y), Q(t,y)) mod p . (3.31)

Or les calculs de résultants modulaires, modulo des facteurs de plus petit degré que f,
pour ¢ variant de 1 a £ sont beaucoup plus faciles. Nous avons vu par ailleurs au paragraphe
2.5 a quelles conditions les algorithmes de calcul de racine r-ieme pouvaient étre utilisés en
caractéristique non nulle. Il est donc possible de calculer les images d’une résolvante cherchée
modulo un nombre suffisant d’entiers premiers (qui dépend d’une borne sur les coefficients
de la résolvante cherchée). Ces premiers doivent convenir pour les calculs modulaires du
théoreme 3.9 utilisé en caractéristique non nulle (voir notation 2.44) et pour 'efficacité (avec
grand nombre de facteurs de petit degré pour utiliser 1’équation (3.31)). Les images de la
résolvantes sont ensuite remontées sur Z par le théoreme chinois. Des idées de cette nature
ont été proposées par M. J. ENCARNACION dans [43] pour des normes, qui ne sont en fait
que des cas particuliers de résolvantes (linéaires d’arité 2, voir aussi [93] et [113]).

Une adaptation de la méthode de Valibouze-Rennert aux calculs modulaires a été pro-
posée par N. RENNERT.



Chapitre 4

Calcul de résolvantes par les modules

de Cauchy

Nous avons vu au chapitre 3 une généralisation de la méthode de Lagrange-Soicher pour
calculer les résolvantes. Parallelement, A. VALIBOUZE, dans [98] puis avec N. RENNERT dans
[85], a proposé une autre méthode permettant d’éviter I’apparition des facteurs parasites. Il
n’y reste plus que les puissances parasites. Nous appliquons a cette méthode les techniques
du chapitre 3. Elles permettent de supprimer les multiplicités parasites en cours de calcul et
d’améliorer ainsi l'efficacité de la méthode de Valibouze-Rennert.

Ce chapitre reprend les résultats exposés dans [62].

4.1 Modules de Cauchy

Soient f € A[z] un polynéome de degré n et z; et y; pour 1 < ¢ < n des variables
transcendantes sur A[z].

Définition 4.1. Les n fonctions interpolaires d’Ampére de f (voir [98]) sont définies par:
fale) = flz)
fir1(x) = fix1(iv1)

file) = file, Yiz1, ooy Yn) = pour 7 passant den — 1 a 1.
T — Yit1

Propriété 4.2. Ces fonctions vérifient, pour 1 <1 <n,:

Définition 4.3. Les modules de Cauchy de f €valués en (z1,...,x,) sont les fonctions
interpolaires d’Ampere f;, pour 1 <i < n, évaluées en (z;,...,2,):

fi=filziy. .. 2,) € Alzy, ..., 2]
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4.2 Résultat principal

Nous utilisons les notations du chapitre 2.

Théoréme 4.4. Soient A un anneau intégre de caractéristique nulle, f € Alz] un polynome

unitaire, de degré n, H, un sous-groupe du groupe symétrique &,, © € Alzy,... ,z,]| un H,-
invariant primitif; fi, pour 1 <i < n, les n modules de Cauchy de f €valués en (xq,... ,x,)
et H; = Stabg,0, pour 1 <1 < n —1, les n — 1 stabilisateurs sur &; de linvariant ©
considéré comme un élément de Alx;yq,... 2, )[x1,... i
Soient les entiers d; et m; définis par:
d; = v et m; = card (H:) pourl <i<mn

card (H;)
en posant card (Hp) = 1.

Alors la suite finie {Ro, ... ,Rn}, avec R; € Alziy1, ..., x,][t]/ (%5, définie récursive-
ment par:

card (H;_1)

Ro(t) = Récip(t —0)=1-1t0 ;
Ri(t) = m\i/RésL. (fiy Ri—1(t)) mod ¢4+t pour 1<i<n ;

calcule le polynome réciproque de la résolvante (absolue) de f par © :
Ra(t) = Récip (Lo f) (1)

La preuve de ce théoreme est donnée dans le paragraphe 4.4. Le paragraphe 4.3 rap-
pelle un résultat clef pour la preuve du théoreme 4.4. Le paragraphe 4.5 consiste en des
remarques diverses sur le théoreme 4.4 (polynémes non unitaires, invariants de petite arité,
caractéristique non nulle) et le paragraphe 4.6 traite de la généralisation du théoreme 4.4
aux multi-résolvantes.

4.3 Calcul du polynome f-caractéristique

Le théoreme suivant est une forme plus générale du théoreme de [98, théoreme 5.1]. 1

peut aussi étre vu comme un cas particulier de ce théoreme (en prenant 7' = 0 dans [98,
théoreme 5.1]).

Théoréme 4.5. Soient A un anneau intégre ; f € Alz] un polynome unitaire, de degré n et

A

de racines ay, ..., a, dans une extension algébriqgue K du corps des fractions de A ; f;, pour
1 <1< n, les n modules de Cauchy de f évalués en (xy,... ,x,) et ® € Alxy,..., z,).
La suite finie {ro,... ,r,} définie récursivement par:
ro=® € Alxy, ...z, ;
ri = Résg, (fi,ric1) € Al@igr, ... ] pour 1<i<n
calcule

H (0] <Ozg(1),... ,ag(n)) =7r, € A

UEGn
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Preuve : Par récurrence sur n = deg f.
Pour n =1:

filz)=2—a;

RésIl (flaq)(xl)) = (I)(al)

Le théoreme étant supposé vrai jusqu’au degré n — 1 pour tout anneau integre ; soient f
de degré n et f, = f, fu_1,..., f1 ses n modules de Cauchy évalués en (z1,...,x,).

L’hypothese de récurrence peut étre appliquée a f,_;, polynome unitaire a coefficients
dans 'anneau integre A[z,], dont les racines dans une extension algébrique du corps des

fractions de A[xz,] sont notées ﬁ?"], cees 7[55_"1, et dont les n — 1 modules de Cauchy évalués
en (1,...,&,-1) sont justement f,_1,..., f1:
— [zn] [n]
'n—1 = H (I) (ﬁg(l)a s 7/80'(n_1)7 $n> ”

0'6677,—1

rn = Rése, | fulza), [] d)(ﬁggiﬁ]),...,ﬁgj’;]_l),xn)

UEGn—l

- H H (I)<ﬁc[ro([i])7'--7ﬁf[fo(t;]_1)aai>

=1 0€6,_1

Or, pour 1 < 1 < n, ﬁc[ro(‘;.]), pour I < j < n — 1, sont les racines de fiof]l(x) =

Inl@)=fnl2i) Flles sont donc les racines de f(z) = fu(x) différentes de «;. Les n! n-uplets

(ﬁ};ﬁ]), e ,ﬁgo(é;]_l), ozz-) sont donc en fait les n! n-uplets (ozg(l), e ,ozg(n)>, ou o parcourt &,,.
O

En particulier (voir [98] ou [85]) le théoreme 4.5 appliqué a U'invariant © € Afzq,. .., z,)
et a 'anneau A[t], avec ro =t — O € A[t][z1,...,x,], calcule le polynome f-caractéristique
de © défini au paragraphe 2.1:

Corollaire 4.6. Soient A un anneau intégre, f € A[z] un polynome unitaire de degré n ;

fi, pour 1 < i < n, ses n modules de Cauchy €valués en (z1,...,x,) et un invariant © €
Alzy, ...z,
La suite finie {ro,... ,r,} définie récursivement par:

ri(t) = Résy, (fi,ric1(t)) pour 1<i<n
calcule le polynome f-caractéristique de © :

XS(t) = ra(t)
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4.4 Preuve du théoréme 4.4

Le corollaire 4.6 appliqué a 'anneau integre A[z;41,...,2,] et a f; € Alziqq, ...

montre que:

&;
ri(t) = X@,fi(t)
La relation de récurrence sur les r; peut donc s’écrire:
S; . , S;_
X (1) = Résy, (i, X85,(1))

Or d’apres la proposition 2.8 (pour L = &;)

S S; card(H;)
Xsy, = (La)

L’équation (4.1) devient donc:

. car H , i1 Card(Hz‘—l)
(0™ = e (1, (3. 0) )

En utilisant la propriété 2.23 du résultant, I’équation (4.2) devient :

Loslt) = ¢R (L85 0)

card(H;)
card(H;_1) "

Le degré de ’ngfi est:

avec m; =

- _card(6;) !
dz = card (62®) - card (Hz) B card (HZ) 7

d’ou, en posant
Ri(z) = Récip (L' (1))

la formule de récurrence sur les R; du théoreme 4.4.

, Tn) [2],

(4.1)

(4.2)

La possibilité d’effectuer les calculs modulo %+ sur les polynémes réciproques par rap-
port a t découle directement des lemmes 2.24, 2.25 et 2.42, ce qui acheve la preuve du

théoreme 4.4.

4.5 Remarques diverses

Polynomes non unitaires

Soient A un anneau integre de caractéristique nulle et @ € Afzq,... , z,].
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Si le polynome f € A[z] n’est pas unitaire:
flz)=a2" +an12” '+ +ajz+a

il peut toujours étre transformé, comme au paragraphe 2.5.1, en un polynéme unitaire f
par:

f=ars (—) . (4.3)

Le théoreme 4.4 peut étre appliqué a f fournissant Lg ;.

Lemme 4.7. St le polynome © est homogéne de degré deg ©, la résolvante Lo ; peut alors
étre retrouvée par:

Lo s (ags91)

n
E@)’f (t) = deg® degﬁeyf

Gn

Preuve : Les racines de f sont celles de f multipliées par a,. Si © est homogene de degré
deg®

c6®_ D’ou le lemme. O

deg O, les racines de Lg ; sont celles de Lo ; multiplices par a

Si O n’est pas homogene, ou pour éviter 1'utilisation de la formule 4.3 qui entraine un
accroissement des coefficients, il suffit d’introduire dans les calculs les coefficients dominants
des modules de Cauchy f; (pour la variable z;, tous égaux au coefficient dominant a,, de f)
dans les calculs de résultants et de s’en débarrasser par la propriété 2.21 avant de calculer
la racine m;-ieme (m; étant défini dans le théoreme 4.4):

Rés,, (fi, £872, (1))
Lo, (t)y=" -
O, fi deg Egif_l s
T Jim1
n

d’ou la nouvelle formule de récurrence sur les R; (d; étant défini dans le théoreme 4.4):

Rz(t) = m&‘/RéSzi (fiaRi—1(t)) mod tdit+1

degri (Ri_l(t)mod tdi+1)
an

Prise en compte de ’arité

Soient A un anneau integre de caractéristique nulle et @ € Afzq,... , z,].

Si I'invariant © est d’arité k ses variables peuvent étre renumérotées de fagon a ce que ©
s’écrive comme un élément de Az, _gy1,... ,T5].

Dans ce cas, en appliquant le théoreme 4.4 a O, il apparait que, pour 1 <1 <n —k:

HZ'ZGZ', dizl, mZ:z
D’ou, pour 0 < <n —k:
Ri(t) = Récip(t —0) =1 —1t0

La résolvante Lg ; peut donc se calculer en n’appliquant les formules récursives du théo-
reme 4.4 que pour ¢ passant de n — k + 1 a n, R,,_x(t) étant connu et égal a Récip (t — ©).
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Caractéristique non nulle

L’hypothese A de caractéristique nulle dans le théoreme 4.4 n’est nécessaire que pour
pouvoir calculer des racines r-iemes de polynomes alors que les lemmes 2.24 et 2.25 sont
vrais sur tout anneau integre.

En fait le lemme 2.43 peut étre utilisé si la caractéristique £ de A est strictement supérieure
au degré s de la racine et si £ ne divise pas r, la puissance a laquelle cette racine est élevée.

Le théoreme 4.4 est donc vrai dans un anneau integre A de caractéristique £ tel que d; < £
et £ ne divise pas m; pour 1 <1 < n.

Ou bien, au prix d’une moins bonne complexité, avec le lemme 2.39, il est possible de
s’affranchir de la contrainte £ > s. Le théoreme 4.4 est alors vrai dans un anneau intégre A
de caractéristique { tel que £ ne divise pas m; pour 1 <1 < n.

La possibilité d’effectuer des calculs sur des anneaux de caractéristique non nulle permet
d’effectuer les calculs modulo plusieurs premiers pour obtenir ainsi diverses images modu-
laires de la résolvante. Si une borne sur les coefficients de cette résolvante est connue, nous
pouvons la reconstruire grace au théoreme chinois. Cette stratégie contribue a prévenir un
des problemes dans les calculs de la méthode exposée: la croissance de la taille des coeffi-
cients ; mais elle ne limite pas la croissance des degrés en z; des polynomes y apparaissant
(et donc le nombre de termes).

4.6 Généralisation aux multi-résolvantes

Notation 4.8. Soient ny,...,n, des entiers positifs, &,, . ., désigne le sous-groupe de
Young du groupe &y . n 4..qpn,)- Il est égal a

61,...,721 >< e >< 6n1+~~~—|—np_1+1,...,n1+~~~—|—np_1

Les multi-résolvantes sont définies dans [45] et [99] ou [85]. Soient A un anneau integre de
caractéristique nulle et (f[l], e ,f[p]) un p-uplet de polynomes unitaires de A[z] de degrés
respectifs ny,... , n,.

Soient Ny, ..., N, définis par:

J
No=0 et N; = an pour 1 <5 <np. (4.4)
i=1

Le produit de degré N, des p polynémes du p-uplet est noté f:

f= f[l]...f[p]

Les groupes de Galois sur le corps de fractions K, supposé parfait, de A de fl1 ... fll
sont notés Gy,..., Gy, (G5 C Sn,_ 41,.. Ni_i1+n;} Pour 1 <1 < p) et les racines des i1 <
i < p appartiennent respectivement a I’ensemble ordonné Qf = {Qu,... , Q1 } avec Qi =
{aN0+17 s 7aNo+n1}; Qf[Q] = {aN1+17 s 7aN1+n2}; sy Qf[P] = {aNp—1+17 s 7aNp—l+np}'

Soient L un sous-groupe de &, n, . n, tel que Gy X Gy x --- x (G, soit un sous-groupe

de L:

’

Gy x---prCLCGTLu---vTLPCGNP ’
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et H un sous-groupe de L et © un H-invariant primitif L-relatif appartenant a Afzy,... ,zn,].

La multi-résolvante L-relative de (f[l], e ,f[p]> par ©, pour Uordre sur les racines §Qy,
notée ’Cé,ﬂw est définie par:

Loa, )= ] t-v(©) . (4.5)

velL.©

yeen

'C@,Qf " qui ne dépend pas de Iordre sur les racines {1y mais seulement de I’ordre sur les
polynémes fl (qui correspond & I'ordre sur les paquets de racines Q) pour 1 <@ < p est

..

appelée multi-résolvante (absolue) de (f[ ,f[p]) par [invariant © et simplement notée

Lo (s,..., sy
Remarques :
1. La définition des multi-résolvantes coincide avec celle des résolvantes lorsque p = 1.

2. Ces multi-résolvantes sont particulierement intéressantes lors de la recherche du groupe
de Galois d’un polynéme séparable f se factorisant sur A[z] en f = fU ... fIP] Jes
fI1 n’étant pas nécessairement irréductibles. Dans ce cas les multi-résolvantes absolues

de ses p facteurs (fI1, ... fI?l) correspondent aux résolvantes Sn,,... n,-relatives de f
[99] :
G TN )
£®7(f[1]77f[p]) = Eevfl i
Soit L un sous-groupe de &,,, .. ,, et © € Alzy,. .., :ch]. Le polynome Qs-caractéristique

L-relatif de © est défini par:

X5a,0) =T (t =0 (awqy,- - s ao(yy))

c€L

ngf’"""p est appelé polynome (fI, ... | fI')-caractéristique de © et noté Ko, (st1,... sioly car

il ne dépend pas de l'ordre €; sur les racines mais seulement de l'ordre sur les polynomes

FI.

Théoreme 4.9. Soient R un anneau intégre ; (f[l], e ,f[p]) un p-uplet de polynomes uni-
taires de R[x] de degrés respectifsny, ... ,n,; No,... . N, définis par (4.4); pour1 < j<p:
IN;_y4i, pour 1 <@ <y, les nj; modules de Cauchy de f[]] cvalués en (:I:N]_lﬂ', ... ,$N]_1+n]) :
fN]_rI-i = fi[]](:ﬂN]—1+ia SR 7$N]—1+TL])
et Uinvariant © € Rlzq,... ,xn,].
La suite finie {ro,... ,rn,} définie récursivement par:

ri(t) = Résy, (fi(x:),rica(t)) pour 1 <i<N, ;
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calcule le polynome (f[l], . ,f[p])-camctém'stique de O :
XGnl,...,np t _ t
@,(f[l],...,f[p])( ) =rn,(t)

Preuve : Par récurrence sur p.
Pour p =1, il s’agit du théoreme 4.6.

Le théoreme étant supposé vrai pour un (p — 1)-uplet sur un anneau integre, ’hypothese

de récurrence peut étre appliquée au (p — 1)-uplet de polynémes unitaires (f[l], e ,f[p_l])
sur 'anneau integre Rlzn,_ 41,...,2N,):
XGnl,...,np_l (t) — 7 (t)
o,(fl1l,... fle—1)\") = TNp—s
Or
Gn [RIT) .
X" an® =TT (=0 (o s Qomyo)s Qovriys- - Qo))
C"GGnl,... np
soit :
Gy ey R
o an® =TI (=0 (s, s Quyn)s ONyrtr)s - Ny tr()))
(UvT)EGnl,... Mp—1 Xan
= I Il ¢-0(awn). aomymy amper)e - 0Ny
’TEGnP UGGnl,.A. np
= xS t
eS ®($17"'7$Np_17O‘Np_1+‘r(1)7"'7O‘Np_1+'r(np))7(f[1]7-"’f[p_l])( )
np
qui s’obtient en appliquant le théoreme 4.5 & fP1, 4 ’anneau integre A = Rlzn,_ 41, ,TN,]
< S, RTINS £y N .
eta ® = X@,(}lll,,,,}jfllp—ll)(t) =rn,_,(t) c’est a dire:
ri(t) = Résy, (fi,ri-1(t)) pour N1 +1<1:<N,
calcule X@GE}MHP J[p])(t), ce qui conclut la preuve du théoreme. O

Il est maintenant possible d’énoncer une généralisation du théoreme 4.4 aux multi-
résolvantes :

Théoreme 4.10. Soient A un anneau intégre de caractéristique nulle; un p-uplet de po-
lynomes unitaires (f[l], e ,f[p]) a coefficients dans A, de degrés respectifs ny, ... ,n, ; les
entiers No, ..., N, et les modules de Cauchy fy,_, i, pour 1 <1 <mnj; et 1 < j < p, définis
comme au théoreme 4.9; Hy, un sous-groupe de &, . .
S, mp-relatif (© € Alzy,... zn,]).

Soient Hy, pour 1 < k < N, les N, stabilisateurs sur & N &y, . n, de linvariant ©
considéré comme un élément de Alxpiq, ..., zN|[T1,. .., xx) définis par:

, et © un Hy, -invariant primitif

Hy,_,+i = Stabe,, . . (©) pourl <i<njetl<j<p
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Sotent les entiers dy, et my, pour 1 <k < N, définis par:

_ card (Hy)
~card (Hp_,)

en posant card (Ho) = 1; et

Ay, +i = pourl <1< mn;etl <j<p
! card (HN]_l-H')
Alors la suite finie {Ro,... ,Rn,} définie récursivement par:

Ro(t) = Récip(t —0)=1—-1t0 ;
Ri(t) = mVRészk (fe, Re—1(t)) mod t4+t pour 1<k<n ;

calcule le polynome réciproque de la multi-résolvante (absolue) du p-uplet (f[l], ce ,f[p]) par
O :

s . Gnl,“.,np
Récip (L5707 ) ()= R0

Preuve : Le théoreme 4.9 appliqué‘é I'anneau R = A[zn,_ tiy1,... ,2n,] qui est integre

et au j-uplet (f[l], . ,f[]_l],fN]_l.H') de polynomes unitaires de R[z] de degrés respectifs

ni,...,nj_1,t et de modules de Cauchy fi,..., fy,_ 4 définies au théoreme 4.9 (ils coin-

cident avec ceux définis pour (fI1,... | fIP)) montre que:

Gnl,“.,n]_l,i . .
pour 1 <i<n;etl1<jy<p

TNy +i(T) = X®7(f[1],...,f[J_1]7fN]_1+i)

D’apres la proposition 2.8 appliquée au produit f0... f[j_l]fNJ_l_H,

S . S . Card(HNJ—l-H)
X EC3 IFTERI O ) — (E L EEERECp B P )

®7f[1],,,f[j—1]fN]_1+i @J[l]...f[]—l]fN]_l_H

Or,
EGnl,...,nJ_l,i . G{NO-I-l,...,NO-I-nl}X"'XGnl,...,n]_l,i
eﬂf[l]"'f[J_l]fN]_1+i @7(10[1]7.“7f[]—1]7fN]_1+t.)
et
a1, _ Lo i1,
X@,f[l]...f[]—l]fN]_l_l_t— - ‘X@,(f[l],... 7f[]_1]7fNJ_1+i)

D’ou, comme au paragraphe 4.4, la formule de récurrence sur les Ry du théoreme 4.10.
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Gnl,... g )t

Le degré de E@,f[1]~~'f[]_1]fl\7]_1+i

est:

dn,_, i = card (67117,,,,”]_172'.@)
 card (G, iny_yi)
card (HNJ_l-H')

card (HN]_l-H')

d’ou la formule donnée dans le théoreme 4.10. O

Les entiers d; et my pour 1 < k < N, dans le théoreme 4.10 peuvent étre calculés plus
simplement par :

Lemme 4.11. Sous les hypotheses du théoreme 4.10.
Soit HZ»(]) le stabilisateur de © considéré comme un élément de l'anneau de polynomes

A[‘rNo-I-l? s TN TN i1y - 7$Np]|:IN]—1+17 SR 7INJ—1+i] 3

HZ-(j) = StabGN] (©) pourl <i<n;etl<j<p

1l NG
Alors en posant Héj) =1letdy, =1:
card (H;”)

M
—_— et dN]_rI-i = dN v
card (Hii)l)

o card (HZ-(j))

MN;_1+i =
pourl <1< n;etl <jy<p.
Preuve : Il suffit de remarquer pour les my, :

ni nj_l

card (HN]_l-I—i) = card (H(l)) .. card (H(j—1)> card (HZ_(j)>

Et pour les di qu’en particulier:

; il onyy!
N =
=t card <HN] 1)
d’ou
card (HNJ_l) 2! , ,
dNJ_1+i = dN]_l pour 1 <i<n;etl1<jy3<p
card (HN]_l-H')
ce qui conclut la preuve du lemme. O

Remarque : Il est bien stir possible d’appliquer aux multi-résolvantes les traitements par-
ticuliers exposés au paragraphe 4.5.
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4.7 Numérotation des variables de I'invariant primitif

Le théoreme 4.4 fonctionne évidemment pour toute numérotation des variables de 1'in-
variant primitif, mais pour des raisons d’efficacité du calcul, pour éviter la croissance des
coefficients, il est toujours plus intéressant de calculer les racines r-iemes le plus tot possible
dans les calculs. Cela signifie qu’il est préférable de choisir une numérotation des variables
qui fait apparaitre rapidement les puissances superflues dans les calculs.

4.8 Conclusion

Nous avons fourni dans le théoreme 4.4 une méthode, basée sur 1’élimination, permettant
de calculer les résolvantes absolues en se débarrassant des puissances parasites éventuelles.
Cette méthode est étendue aux multi-résolvantes par le théoreme 4.10.

Les remarques du paragraphe 2.6 s’appliquent particulierement a cette méthode.

A. VALIBOUZE et N. RENNERT ont suggéré dans [85] d’effectuer ces calculs modulo I’idéal
des relations symétriques entre les racines de f qui est défini par (voir le paragraphe 2.1.1):

Sn (c.U)(ag,... ,an) =0
I; —{\IIEA[xl,...,Jcn] Voe®, ,

avec (f1,..., fn) qui forme une base standard de cet idéal (voir [98]). Cette approche limite
la croissance du nombre de termes a manipuler.

Elle peut encore étre étendue aux résolvantes relatives en remplacant les modules de
Cauchy par un idéal triangulaire comme présenté dans [7] et [100] : en utilisant le lemme 2.8,
la preuve du théoreme 4.4, peut étre transposée pour calculer les polynomes f-caractéristiques

L-relatifs.
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Chapitre 5

Factorisation en théorie de Galois
effective

Il a été rappelé au chapitre 1, que l'information permettant de distinguer plusieurs par-
titions possibles lors de la chasse aux résolvantes ne nécessite pas toujours la factorisation
complete de la résolvante.

Dans le méme temps, la liste des partitions possibles du degré de la résolvante en degrés
de facteurs irréductibles, extraite de la matrice de partitions, apporte des informations «a
priort sur la factorisation de la résolvante. Or, les factorisateurs généralistes des logiciels de
calcul formel ne sont pas congus pour tirer parti de ces informations supplémentaires ni pour
n’effectuer qu’une factorisation partielle.

Ce chapitre est consacré aux rapports que peut entretenir le processus de factorisation
avec la « chasse aux résolvantes ».

Il présente un algorithme général de factorisation d’un polynéme a coefficients entiers.
La description de cet algorithme nous permet d’examiner les différentes étapes de la facto-
risation. Pour chacune de ces étapes, nous précisons les rapports qu’elle entretient avec la
théorie de Galois.

Plus précisément, nous détaillons les informations connues a priori dont les étapes de
la factorisation peuvent bénéficier et de quelle fagon s’en servir. Elles sont rassemblées sous
les titres informations utilisées. Ces informations émanent des matrices de partitions et
des matrices des groupes, voire des informations dérivées de ces matrices ou des étapes
précédentes de I’algorithme de factorisation.

Nous nous attachons aussi a utiliser au mieux et des que possible les informations discri-
minantes que chacune des étapes de cette factorisation peut fournir. Elles sont rassemblées
sous les titres informations recueillies.

5.1 Un algorithme général de factorisation

Un historique des progres effectués au cours des deux derniers siecles et plus spécifique-
ment les trois dernieres décennies sur la factorisation des polynomes est détaillé, avec une
bibliographie tres fournie, dans les trois articles successifs de E. KALTOFEN [49], [50] et [51].
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Remarque : Les polynomes considérés sont supposés a coefficients entiers. La plupart des
techniques et algorithmes auxquels il sera fait référence peuvent étre étendus a des anneaux
vérifiant les conditions et hypotheses, soit de [79], soit de [104].

La factorisation efficace des polynomes a coefficient entiers repose depuis les publications
de E. R. BERLEKAMP [12] et [13] et H. ZASSENHAUS [117] sur le schéma communément
appelé de Berlekamp-Zassenhaus. En fait la présentation que nous avons retenue ne fait pas
directement appel aux travaux de E. R. BERLEKAMP. Ils sont remplacés par les améliorations
qui ont succédé a la méthode de D. G. CANTOR et H. ZASSENHAUS [26] qui est elle-méme
une amélioration d’une technique classique basée sur la factorisation en degré distincts des
facteurs (voir [77] et [54, pages 429-430]).

Le procédé de factorisation de Berlekamp-Zassenhaus ne fonctionne que pour des poly-
nomes primitifs sans facteur carré. Il nécessite donc un pré-calcul afin de ne lui proposer
que des polynomes vérifiant ces conditions.

5.2 Préparation de la factorisation pour le schéma de
Berlekamp-Zassenhaus

Nous notons dans la suite de ce chapitre f le polynéme de Z[t] que nous cherchons a
factoriser.

5.2.1 Partie primitive

Définition 5.1. Le contenu d’un polynome f est le pged de ses coefficients.
Le polynome f est dit primitif si son contenu est égal a 1.
La partie primitive du polynéme f est le quotient de f par son contenu.

Proposition 5.2. Un polynome f € Z[t] est primitif si et seulement si ses facteurs le sont.

Remarque : Si un polynome est unitaire alors il est primitif. C’est le cas des résolvantes
de polynomes a coefficients entiers.

La factorisation du contenu fait appel aux algorithmes de factorisation sur Z, techniques
que nous ne détaillerons pas plus ici (voir par exemple [28]). La partie primitive sera factorisée
par les algorithmes des paragraphes 5.2.2 et 5.4.

5.2.2 Factorisation sans facteur carré

Le polynome f de Z[t] est ici supposé primitif.

La factorisation sans facteur carré est définie au paragraphe 2.5.2. Elle peut étre obtenue
par ’algorithme de Yun [116]. A Tissue de cet algorithme, le polynome f de degré n est
factorisé sous la forme:

f=H1
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avec pged (fi, fj) =1 et pged (fi, f/) =1, pour 1 <i < j < n.

Remarque : La premiere étape de ’algorithme de Yun consiste a calculer le pged du poly-
nome [ avec sa dérivée f'. Cette remarque offre la possibilité, pour calculer le discriminant,
d’utiliser a cet endroit I’algorithme des sous-résultants (voir paragraphe 5.5.1).

Informations recueillies

La factorisation sans facteur carré non triviale d’une résolvante indique que cette
résolvante est dans le premier cas du théoreme 1.38.

La factorisation partielle obtenue permet d’entreprendre le schéma de Berlekamp-
Zassenhaus sur chacun des polynomes f; différents de 1, pour 1 <1 < n, qui sont
eux sans facteur carré. Obtenir une factorisation sans facteur carré non triviale
permet ainsi de couper le probleme de factorisation en problemes de tailles plus
petites.

5.3 Raffinements a la préparation

5.3.1 Détection de polyndémes particuliers

Au début d’un algorithme de factorisation, il est intéressant d’effectuer quelques tests
rapides et peu couteux pour déterminer si le polynome donné est d’une forme particuliere. Si
un algorithme de factorisation spécifique et efficace est connu pour cette forme particuliere
de polyndémes, son utilisation est substituée au schéma général de factorisation.

L’appel a ces tests ne sert pas qu’au début de la factorisation, mais est utile pour
tout appel récursif de la factorisation: polynoéme obtenu comme facteur sans carré (pa-
ragraphe 5.2.2), facteurs gauches de décomposition fonctionnelle polynomiale et polynémes
obtenus par composition d’une factorisation non triviale (paragraphe 5.3.3), polynéme ob-
tenu par détection de vrais facteurs dont I'irréductibilité n’est pas connue (paragraphe 5.5.2).

Polynoémes dont le terme constant est nul

Soit k le plus petit degré des monomes de f:
f(t) = ant™ + - -+ + apt®

Pour k # 0, le polynéme f se factorise en ¢* et en le polynéme a,t" =% + --- + a.
Le test de ce cas particulier est a placer juste avant d’entreprendre la factorisation sans
facteur carré.

Polynomes de degré 1

Proposition 5.3. Si f est un polynome primitif de degré 1 alors il est irréductible.
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Polynomes de degré 2

Il suffit d’adapter les formules classiques de résolution des équations en degré 2 en ne
retenant que les solutions entieres.

Proposition 5.4. Soit f un polynome primitif de degré 2 :
f(t)=at* +bt+c

Son discriminant est A = b*—4ac. Si A n’est pas un carré dans Z, alors f est irréductible.
Sinon, soit § une racine carrée de A et d = pged (%’—5@). La factorisation de f sur Z[t]

est alors :
f(t) = <%t+ %) <dt+ @) . (5.1)

Les deux facteurs sont distincts st f est sans facteur carré (A #0).

Preuve : C’est immédiat, en remarquant au passage que I’équation (5.1) est a coeflicients
entiers car b + 6 = 0 mod 2. O

Autres polynomes particuliers

Il existe aussi, pour les polynomes tres particuliers de la forme t* — 1, des algorithmes de
factorisation explicites a I’aide des polyndémes cyclotomiques.

Définition 5.5. Soit n un entier strictement positif. Le n-iéme polynome cyclotomique,
noté ®,(t) € Z[t] est, par définition, le polynéme minimal des racines primitives n-iemes de

I'unité:
D, (t) = 11 (t - e”f%)

1<k<n | pged(k,n)=1
Proposition 5.6. Pour n un entier strictement positif, on a:
=1 =] ®at)
d|n

Le cas des polynémes binomiaux, de la forme ¢ — a, a été exploré par J. H. DAVENPORT
dans [36] ainsi que quelques autres classes de polynomes particuliers dont les polynomes
« unaires », de coefficients égaux a plus ou moins 1 et les polynémes trinomiaux.

5.3.2 Criteres d’irréductibilité

Avant de lancer le schéma de factorisation de Berlekamp-Zassenhaus, I'irréductibilité de
certains polynomes peut étre détectée par des criteres dont le temps de calcul est faible
devant celui de la factorisation. Nous rappelons en premier lieu celui d’Eisenstein :

Proposition 5.7 (Einsenstein). Soient n un entier strictement positif et f un polynome
de degré n donn€ par:

flt)=a,t"+ ...+ ao
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avec a; € Z,0 <1 < n et a, # 0. Sl existe un entier premier p tel que p ne divise pas a,,,
p divise a; pour n —1 >1 >0 et p* ne divise pas ag alors le polynome f est irréductible.

Preuve : Voir [67, page 41]. O

Dans la pratique, ce critere est testé avec les entiers premiers qui apparaissent dans la
factorisation sur Z du pged des coefficients {a,_1,...a;} et qui sont faciles a trouver. Ce
critere peut étre simultanément appliqué au polynome réciproque de f. Une autre catégorie

de criteres d’irréductibilité est attachée aux valeurs entieres prises par les polynomes. Nous
rappelons en premier le critere proposé par W. S. BROWN et R. L. GRAHAM [21]:

Proposition 5.8. Soient n un entier strictement positif et f un polynome de degré n :
flt)=a,t"+ ...+ ao
avec a; € Z,0 < i < n et a, # 0. Soit S(f) Uensemble des valeurs de f évalué sur les

entiers :

SU) =1 F(=1), f(0), fF(A),.. . }

Soient u le nombre d’unités dans S(f) et p le nombre de premiers y apparaissant (comptés
avec leur multiplicité). Si

p+2u>n+4
alors f est irréductible.

Preuve : Voir [21, corollaire 2]. O

Ce critere suppose qu’il existe un grand nombre de premiers parmi les valeurs prises par
le polynéme f, ce qui rend assez faibles ses chances de succes.

Par contre un autre critere di a J. BRILLHART [20] permet de prouver Iirréductibilité
d’un polynoéme a condition de détecter une seule valeur premiere suffisamment loin des
racines :

Théoréme 5.9 (Brillhart). Soient n un entier strictement positif et f un polynome de
degré n a coefficients entiers. Soit b un entier qui majore strictement les modules des racines
complexes de f.

Soit m un entier tel que |m| > b. Si f(m) est premier alors f est irréductible dans Z[t].

Preuve : Voir plus bas ou [20, théoreme 1]. O

Ce résultat a été étendu par J. H. DAVENPORT [38] ainsi que, plus généralement, par
M. B. MONAGAN [78].

Lemme 5.10 (Monagan). Soient n un entier strictement positif et f un polynome de degré
n a coefficitents entiers. Soit b un entier qui majore strictement les modules des racines
complexes de f.

Soient g un facteur de degré d strictement positif de f et m un entier avec |m| > b. Alors

lg(m)| > (Im| = )"
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Preuve : Voir [78, lemme 2] ou, en notant ay, ..., a, les racines de f:

le polynéome g dont les racines sont notées ¢y, , ..., a;, peut s’écrire sous la forme:
d
9(t) = ga H(t — o)
=1

avec g4 = cd (g).

d
Alors g(m)] = [gal T Jm — o,
7=1

d
> Jgal [T (Im| —b+b -

7=1
> [gal (Im[ — b)*
> (|m| - b)*

)

Oéij

O

Théoreéme 5.11 (Monagan). Soient n un entier strictement positif et f un polynome de
degré n a coefficients entiers. Soit b un entier qui majore strictement les modules des racines
complexes de f.

Supposons que tous les facteurs du polynome f dans Z[t] soient de degré supérieur ou
€gal a d. Soit m un entier avec |m| > b.

Si v est un entier qui divise f(m) avec |v| < (Jm| —b)* et f(m)/v est premier alors le
polynome f est irréductible.

Preuve : Voir [78, théoreme 3] ou, en notant ay, ... ,a, les racines de f, ce qui suit.
Soit ¢ un facteur de f. Le polynome ¢ étant par hypothese de degré supérieur a d, il
vérifie, d’apres le lemme 5.10, :

lg(m)| > (Jm] —b)"

Donc, si un entier v divise f(m) avec |v| < (|m| —b)? alors |g(m)/v| > 1.
Donc si f se factorise sur Z[t] alors f(m)/v se factorise sur Z. O

Les tests de primalité sur Z dans les théoremes 5.9 et 5.11 peuvent étre effectués par le
critere de Rabin [83]. Une factorisation partielle qui cherche d’abord les plus petits facteurs
de I’évaluation de f en I'entier m convient particulierement au théoreme 5.11.

Deux parametres importants pour 'efficacité de ces criteres sont la valeur de la borne
sur les modules des racines des polynémes, et le nombre d’évaluations a effectuer.
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Une liste de bornes maximales sur les modules des racines de polynomes peut étre trouvée
dans [74, théoreme 2, pages 154-155]. Il est intéressant d’avoir la plus petite borne possible sur
le module des racines en raison de la remarque suivante de J. BRILLHART [20, remarque 4] :

Propriété 5.12. Soient n un entier strictement positif et f un polynome de degré n. Sotent
v et m des entiers. Si v divise f(m) alors, pour tout entier k, v divise f(m + kv).

Preuve : C’est immédiat avec le développement de Taylor de f:

Flm + ko) = flm) + kof'(m) + - +

O

Comme |f(t)| croit quand |[t| s’éloigne de la borne b sur les modules des racines, les
évaluations de f pour des valeurs entieres de t ne seront pas irréductibles sauf peut-étre
pour les valeurs de k pour lesquelles |m + kv| est le plus proche de b par valeurs supérieures
et | f(m + kv)| = |v| est premier. Le test de Brillhart est donc inutile pour toutes les autres
valeurs de k.

Le test de Brillhart ne fonctionnera pas toujours, méme en évaluant f sur un grand
nombre de valeurs entieres: certains polynomes comme z? + = + 4 ne prennent jamais de
valeurs premieres.

Définition 5.13. Soient n un entier strictement positif et f un polynome de degré n, f €
Z[t].
Le diviseur fizé de f est le pged des entiers f(m) pour tout m € Z.

Le test de Monagan peut étre utilisé avec les polynémes de diviseur fixé différent de
1. Cependant, le succes du test est subordonné a une ancienne conjecture de théorie des
nombres (voir [78]) qui, méme prouvée, ne semble pas conduire a des bornes réalistes pour
un nombre d’évaluations accessible au calcul (voir [4]).

Comme le suggerent [20] et [78], les tests peuvent étre aussi effectués sur les polynomes
réciproques.

Dans la pratique, ces tests ne sont utilisables que si les coefficients du polynome a facto-
riser ne sont pas trop gros, ou tout au moins si certaines de leurs évaluations en des entiers
se prétent a des tentatives de factorisation sur les entiers (qui peuvent n’étre que partielles).

Informations utilisées

Dans le cas de la factorisation d’une résolvante, la liste des partitions possibles du
degré de cette résolvante fournit un minorant du degré des facteurs possibles, utili-
sable avec le théoreme 5.11, accroissant ainsi son efficacité (voir paragraphe 5.5.1).
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Informations recueillies

Prouver I'irréductibilité par un critere clot tres tot le processus de factorisation.

Dans le cas de la factorisation d’une résolvante, si les évaluations en un entier m
vérifiant les conditions du théoreme 5.9 par rapport aux racines de la résolvante
conduisent a des factorisations avec peu de facteurs premiers et si ce nombre
de facteurs premiers est plus petit que le degré de la résolvante, alors il donne
un majorant sur le nombre de facteurs irréductibles de cette résolvante. Cette
majoration permet d’éliminer de la liste des partitions possibles les partitions du
degré de la résolvante en un plus grand nombre de parts, ainsi que les classes
candidates associées a cette partition.

5.3.3 La décomposition polynomiale fonctionnelle

Une propriété fréquemment utilisée par les factorisateurs est celle de la parité du poly-
nome f, c’est-a-dire s’il s’écrit sous la forme

ft)=g(t?)

ou g € Z[t]. Le polynéme g est d’abord factorisé sur Z[t] sous la forme:

g=9g1- Gk

puis chacun des polynémes g;(¢?) 1’est ensuite pour obtenir une factorisation compléte du
polynome f sur Z[t].

Cette remarque est immédiatement applicable aux polynéomes de la forme f = g(¢°) avec
s > 2. Elle peut méme étre généralisée a la recherche d’une décomposition fonctionnelle
polynomiale (voir [56]).

Définition 5.14. Soit f un polynome a coeflicients dans Z. La décomposition fonctionnelle
du polynome f est la donnée de polynémes gy, ... , g, appartenant a Z[t] et vérifiant

f=go-og

Les polynomes g; sont les composants de la décomposition fonctionnelle de f.

Si le degré du polynome g; est 1 alors il est dit trivial (les polynémes ax + b et L(z —b)
sont inverses pour la composition).

Une décomposition est dite triviale si I’'un des polyndmes g; est trivial.

Si f n’admet que des décompositions triviales alors il est dit indécomposable.

Supposons que f admette une décomposition polynomiale fonctionnelle non triviale avec
g,h € Z[t] tels que

f=g(h)

L’intérét d’une telle décomposition pour 'algorithme de factorisation est de chercher
d’abord a factoriser le polynome ¢, dont le degré est, parfois de beaucoup, plus petit que

celui de f.
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Si g se factorise en

9g=4g1" "G

alors le produit des factorisations des polynomes g;(h) est une factorisation de f sur Z[t].

Trouver une décomposition polynomiale fonctionnelle non triviale permet donc parfois
de casser le probleme de factorisation en problemes plus petits. Cela ne constitue un gain
sur 1’algorithme général que lorsque le polynéme ¢ n’est pas irréductible car sinon, le temps
passé a en chercher une factorisation est depensé en pure perte.

Pour casser récursivement le probleme le plus possible, la recherche d’'un polynome g
candidat a la décomposition de f sous la forme f = g(h) se fait en commencant par les
plus grands degrés de g possibles (ce degré devant étre un diviseur de celui de f). Si g est
lui-méme décomposable, sa factorisation peut aussi faire appel a sa décomposition, et ainsi
de suite jusqu’a ce que le facteur a gauche de la décomposition soit indécomposable.

Le premier algorithme efficace de décomposition polynomiale (en temps polynomial pour
les polynomes unitaires) a été proposé par D. KOZEN et S. LANDAU dans [56] puis amélioré
par J. VON ZUR GATHEN dans [105].

Informations utilisées

D. KOZEN et S. LANDAU ont aussi donné un critere pour l’existence d’une dé-
composition polynomiale fonctionnelle non triviale [56, théoreme 8|. Ce critere
montre notamment que l’existence d’une décomposition polynomiale fonction-
nelle non triviale implique que le groupe de Galois du polynéme a factoriser est
imprimitif. Si I'information déja connue sur la classe de conjugaison du groupe de
Galois de la résolvante permet d’exclure tout sous-groupe imprimitif alors il n’est
pas méme nécessaire de rechercher une décomposition polynomiale fonctionnelle
de cette résolvante.

Par ailleurs, les facteurs irréductibles de g doivent correspondre au degré d’un
produit de facteurs de f divisé exactement par le degré de h. Ils sont ainsi limités
par la liste des partitions possibles pour les facteurs de f.

Informations recueillies

Si le polynéme f se décompose, alors son groupe de Galois est imprimitif. Cette
information peut étre utilisée pour rejeter certaines classes de conjugaison pos-
sibles pour le groupe de Galois de f.

Si une factorisation non triviale de g = ¢1g2 est trouvée alors f = g1(h)gz(h)
est une factorisation non triviale de f. Les partitions du degré de f qui ne sont
pas compatibles avec cette factorisation sont éliminées de la liste des partitions
possibles, ainsi que les classes de conjugaison du groupe de Galois qui leur sont
associées.
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5.4 La factorisation de Berlekamp-Zassenhaus

Le schéma de factorisation de Berlekamp-Zassenhaus utilise la factorisation de I'image du
polynome f dans F,[t]. Elle est décrite au paragraphe 5.4.1. Cette factorisation est remontée
sur les entiers par un lemme de Hensel effectif en une factorisation modulo un entier m
(égal a une puissance de p) de I'image de f dans Z/mZ. Cette remontée est décrite au
paragraphe 5.4.2. Pour m suffisamment grand, les facteurs irréductibles sur Z[t] de f sont
retrouvés a partir des images modulo m de ces facteurs. Ceci est exploré au paragraphe 5.4.3.

Nous supposons qu’a l'issue des opérations décrites au paragraphe 5.2, le polynome f
soumis au schéma de Berlekamp-Zassenhaus est primitif et sans facteur carré.

5.4.1 Factorisation modulaire

La premiere étape du schéma de Berlekamp-Zassenhaus consiste a choisir un entier pre-
mier p tel que I'image f de f dans F,[t] soit sans facteur carré et de méme degré que f.

C’est le cas lorsque 'entier premier p ne divise pas le discriminant du polynéme f (voir
le paragraphe 2.3.5). Il n’y a donc qu’un nombre fini de premiers qui ne vérifient pas cette
condition. Supposons choisi un tel entier p.

La factorisation de f s’effectue alors en trois étapes.

Factorisation sans facteur carré

Cette étape est inutile dans le cas qui nous intéresse puisque nous avons choisi le premier
p de facon a ce que I'image f de f modulo p soit sans facteur carré.

Elle n’est rappelée ici que pour mémoire de 1'algorithme général de factorisation sur
F,[t]. Dans la pratique, les algorithmes de la factorisation sans facteur carré évoqués au
paragraphe 5.2.2 sont adaptés a la caractéristique non-nulle.

Un traitement spécifique est réservé aux multiplicités que p divise pour adapter 1’algo-
rithme de Musser (rappelé dans [116]) ou supérieures ou égales a p pour adapter 1’algorithme
de Yun (voir, par exemple, [81, page 201]).

Factorisation en degrés distincts

Cet algorithme n’a pas d’équivalent sur Z[t]. Il consiste a regrouper les facteurs par degré.

Définition 5.15. Soit f un polynéme sans facteur carré de degré n a coefficients dans F,.
La factorisation en degrés distincts du polynome f est la donnée des polynomes fi,... ., f,
appartenant a F,[t] tels que

f=fi-fa
et que f; soit le produit des facteurs irréductibles de f de degré i sur F,[t].

Connaitre la factorisation en degrés distincts d’un polynéme revient donc a connaitre le
degré de chacun de ses facteurs irréductibles sans avoir méme déterminé tous les facteurs. Et
dans le cas ol tous les facteurs de f sont de degrés tous distincts, la factorisation en degrés
distincts est suffisante pour obtenir la factorisation en facteurs irréductibles sur F,[¢].
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E. KALTOFEN et V. SHOUP ont proposé dans [53] une méthode de factorisation en degrés
distincts basée sur le principe « pas de bébé / pas de géant » (baby step/giant step).
Elle repose sur le lemme suivant :

Lemme 5.16. Soit p un premier. Soient 1 et j des entiers positifs. Le polynome 1P — 47 est
divisible par exactement les polynomes irréductibles de F,[t] dont le degré divise 1 — j

Preuve : Voir [53]. O

En notant f{j—1)e41,(j—1)¢+4 le produit des facteurs irréductibles de 7 dont le degré est
compris entre (j — 1){ + 1 et (7 — 1)l 4 £, Ialgorithme de Kaltofen et Shoup s’écrit (d’apres
[88]):

Algorithme de factorisation en degrés distincts de Kaltofen et Shoup

Entrée: Un entier n > 0 et un polynéme f € F,[t], sans facteur carré de degré n

Sortie: fi,..., f, ou f; est le produit des facteurs irréductibles de degré ¢ de f.

(1) B « [n/2],

{«— |VB], {Nombre de « pas de bébé »}
m « [B//], {Nombre de « pas de géant »}
ho < t. {ho € F,[t]}
(2) hy + P mod f, {h1 € F,[t]}
Pour 7 passant de 2 a m
hi < 7" mod f {h; € F,[t]}
(3) Pour j passant de 1 a m
H; + t*” mod f {H; € F,[t]}
(4) Pour j passant de 1 a m
I;  TTiZo (H; — hs) mod f {1; e B[]}
(5) f* « T, {« Pas de géant »}

Pour j passant de 1 a m
Jii-ver1,G-nerg < pged (7, 1)
[ G-, G-1)erg
(7) St f* # 1 alors faegsx  f*
(8) Pour j passant de 1 a m {« Pas de bébé »}
9" Jig-ne-ner
Pour ¢ passant de £ — 1 a 0
fii-1ye4e—i < pged (g%, Hy — hy)
g« g*/f(j—l)é-}-/Z—i

La validité de cet algorithme est une conséquence du lemme 5.16.
La méthode de Kaltofen et Shoup a pour intérét de fournir un bon compromis effectif
(et non seulement théorique) entre temps de calcul et besoin d’espace mémoire (voir [88]).
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Mais au-dela, elle informe aussi, des I’étape des « pas de géant », sur les degrés possibles des
facteurs irréductibles modulo p.

A Dissue de la factorisation en degrés distincts, quand elle n’a pas directement abouti a
factoriser completement I'image du polynéme f modulo p, les degrés des facteurs modulo p
sont au moins connus.

Pour obtenir les facteurs eux-mémes, il ne reste plus qu’a séparer des produits de po-
lynémes dont les degrés sont tous égaux et connus a 1’avance. C’est 1’objet du paragraphe
suivant.

Factorisation en degrés égaux

Définition 5.17. Soit f € F,[¢] un polynéme unitaire de degré n produit de n/d polynomes
irréductibles distincts de degrés d.

La factorisation en degrés égauz du polynéme f est la donnée des polynémes fi,. .. s fnyd
appartenant a [F,[t] tels que

F=F-fuu

ot f; pour 1 <i < n/d est un facteur irréductible unitaire de f de degré d sur F,[t].

La factorisation en degrés égaux peut se faire a partir d’un algorithme probabiliste. Une
version possible de cet algorithme est 'amélioration de [108] donnée par V. SHOUP dans [88].
Elle repose sur une technique de calcul de trace [108] pour calculer le séparateur de McEliece

(voir [10] et [68]).

5.4.2 Remontée des facteurs modulaires par un lemme de Hensel
effectif

Une fois connue la factorisation de I'image du polynéme f modulo le premier p, la « re-
montée de Hensel », technique suggérée par H. ZASSENHAUS dans [117], consiste a trouver, a
partir de f et des facteurs modulaires de I'image de f modulo p, des images des facteurs de
f modulo m, ou m est une puissance de p. Lorsque m est suffisamment grand, il est possible
de retrouver les facteurs sur Z[t] a I'aide des algorithmes du paragraphe 5.4.3.

Définition 5.18. Soient m un entier primaire (puissance d’un premier) et fi,..., f. les r
facteurs premiers entre eux de I'image de f modulo m alors

fEfl"'frmOdm )

avec pged (fi, fj) =1 mod m pour 1 <i< 3 <r.

Un lemme de Hensel effectif est un algorithme qui permet de calculer, pour un entier
primaire m', puissance du méme premier que m, strictement supérieur a m, l'image des
facteurs de f modulo m’ a partir de f et des facteurs de son image modulo m.

f=f- fimodm!
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avecpgcd( Z-’,f]’-) =1modm' pour 1 <1< j<ret,pourl <i<r,
fi= fi modm

Dans le cas ou f n’est pas unitaire, 'image du coefficient dominant de f modulo m sera
toujours conservée au cours des calculs comme coefficient dominant du facteur f;, les autres
facteurs f; pour ¢ > 2 étant maintenus unitaires.

Typiquement, I'entier m est de la forme m = ¢* ou ¢ est un entier primaire.

Lorsque m' = m? le lemme de Hensel effectif est appelé lemme de Hensel quadratique.

Lorsque m' = gm, il est appelé de lemme de Hensel linéaire.

Des exemples de lemmes de Hensel effectifs sont donnés dans [117] ou [79].

5.4.3 Factorisation finale sur les entiers

Nous supposons connue une borne, notée B(f), sur le maximum des valeurs absolues des
coefficients de chacun des facteurs irréductibles du polynome f.

L’algorithme de remontée décrit au paragraphe 5.4.2 est utilisé pour obtenir une factori-
sation de f en r facteurs modulo m avec m vérifiant m > 2cd (f) B(f):

fEfl"'frmOdm )

avec cd (f1) = cd (f) mod m et cd(f;) =1 pour 2 <7 <.

La méthode classique consiste a tester comme diviseur de f sur Z[t], pour toutes les
parties P de cardinal croissant de I’ensemble {1, ...r}, chaque polynome hp égal a la partie
primitive (sur Z) du produit:

Cd(f)Hfszdm )

1P

en représentant les coefficients de hp par des entiers compris entre —m /2 et m/2.

Lorsque hp divise exactement f dans Z[t] c’est un facteur de f et le processus est répété
avec les facteurs modulaires restants jusqu’a épuisement et factorisation complete.

Malheureusement cette méthode peut se révéler exponentielle en le degré de f dans le
pire des cas: il existe des polynomes irréductibles qui se factorisent en facteurs de degré 2
modulo tous les premiers (voir [52]). Le cardinal des partitions du degré n/2 qui correspond
alors au nombre d’essais infructueux (car le polyndme est irréductible) est 27/2.

Une méthode de complexité polynomiale garantie a été donnée par [63]. Elle consiste a
trouver, pour tout facteur modulaire de f choisi, le facteur sur Z[t] dont il est un diviseur
modulo m. Cette méthode utilise une technique de recherche de vecteurs courts dans un
réseau. Pour garantir son succes, il faut atteindre un modulo beaucoup plus gros que B(f)
ce qui alourdit 1’étape de remontée de Hensel du paragraphe 5.4.2. Par ailleurs, la puissance
a laquelle est porté, pour la complexité, le degré de f (O(n®) opérations arithmétiques sur
des entiers de taille O(n?) soit O(n'?) opérations booléennes, qui peuvent étre abaissées avec
des techniques de multiplication rapide, voir [106]) n’6te pas, pour les degrés n les plus bas,
I'intérét de la méthode exponentielle dans le pire des cas.
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5.5 Raffinements au schéma de factorisation

Le schéma de factorisation de Berlekamp et Zassenhaus a fait 1’objet de nombreuses
variantes et améliorations. Nous allons détailler ici quelques points qui interagissent avec la
factorisation d’une résolvante dans le cadre d’une recherche de groupe de Galois.

5.5.1 Choix du premier pour les calculs modulaires
Le discriminant

La factorisation modulaire exposée au paragraphe 5.4.1 commence par le choix d’un
premier p qui ne divise pas le discriminant (défini au paragraphe 2.3.5).

Cependant le discriminant d’un polynéome de degré élevé avec de gros coefficients (c’est
typiquement le cas de certaines résolvantes) peut étre extrémement difficile & calculer en
raison de I'explosion de la taille des entiers a manipuler.

Notation 5.19. Soit f un polyndome de degré n:
f(t) =ant" + -+ ao

La norme euclidienne du polynéme f, ou bien du vecteur de (aq,... ,a,) € A" qui lui est
associé est notée |f|,:

= o+t ad
Théoréeme 5.20 (Inégalité de Hadamard). Soient n un entier et by, ... , b, des vecteurs
de A, alors
by
dét | ] < by 1bal,
by
Preuve : Voir par exemple [74, théoreme 2, page 319]. O

Corollaire 5.21. Le discriminant A (f) du polynome f de degré n,
flt)=ant™ + -+ ao
est majoré par:
A(f) SValfl" " an

Preuve : C’est immédiat d’apres la définition 2.28 du discriminant, la propriété 2.29 et le
théoreme 5.20. g
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Petits coefficients. Si la borne donnée par le corollaire 5.21 est considérée comme suffi-
samment petite (ce critere est a ajuster en fonction des moyens de calculs disponibles) et s’il
n’est pas déja connu par une autre méthode le discriminant est calculé.

Informations recueillies

Une technique efficace de calcul du discriminant est d’utiliser les calculs du ré-
sultant de f et f’ par I’algorithme des sous-résultants et la proposition 2.29. Ce
calcul peut méme étre fait a 'occasion du pged nécessaire a la premiere étape
des algorithmes de factorisation sans facteurs carrés (voir paragraphe 5.2.2).

Une fois le discriminant de f calculé, il est facile de voir s’il est un carré parfait,
auquel cas le groupe de Galois de f appartient, ou n’appartient pas, a la classe
de conjugaison d’un sous-groupe du groupe alterné 2,,.

Comme suggéré par G. KOLESOVA et J. MCKAY dans [55], si ’algorithme des
sous-résultants est utilisé pour le calcul du discriminant, la suite de Sturm ob-
tenue permet aussi de fournir les longueurs de cycles de 1’élément du groupe de
Galois de f correspondant a la conjugaison complexe ce qui permet d’exclure de
la liste des classes de conjugaison possibles celles qui ne possedent aucun groupe
avec de telles longueurs de cycles (voir le paragraphe 5.5.1).

Gros coefficients. Si par contre le polynéme a factoriser a de tres gros coefficients alors
le calcul de son discriminant dans Z risque d’étre trop difficile. Dans ce cas ce calcul est
remplacé par le calcul du discriminant modulo le premier p choisi a partir du résultant des
polynémes f et 7/ et de la proposition 2.29 pour le corps F,. La taille des entiers rencontrés
au cours des calculs reste bornée par p.

Informations recueillies

Si le résultant Rés; (f(¢), f'(t)) mod p est nul, le premier p choisi ne convient pas
car il est un diviseur du discriminant de f.

Un test possible supplémentaire qui permet, lorsque cette information est recher-
chée, d’affirmer que le discriminant n’est pas un carré parfait est de calculer le
résultant de f et f’ modulo p?. Si p divise le discriminant sans que p? le divise,
alors le discriminant de f n’est pas un carré parfait. Cette remarque peut étre
étendue a la plus grande puissance impaire de p qui divise le discriminant : si p*
divise le discriminant avec k impair sans que p**! le divise, alors le discriminant
de f n’est pas un carré parfait. Cependant les anneaux Z /p*Z pour k > 2 ne sont
pas integres ce qui empéche I'utilisation de 'algorithme des sous-résultants pour
le calcul du résultant de f et f’ modulo p* (voir le paragraphe 2.6 pour résoudre
ce probleme).



N~AiLi AL L L ALUES TSN L 444 L0 A L L1

Les longueurs de cycles d’éléments du groupe de Galois

Il est rappelé au paragraphe 5.4.3 que 1’étape de réconciliation des facteurs modulaires
en facteurs a coefficients dans Z a un cout exponentiel dans le pire des cas. Et 'exposant
dépend du nombre de facteurs modulaires trouvés et remontés.

Il est donc intéressant de choisir un premier pour lequel le nombre de facteurs modulaires
sera le plus petit possible. Pour cela, le polynome f est factorisé en degrés distincts comme
exposé au paragraphe 5.4.1 pour plusieurs premiers dans le but de retenir le premier qui
aura produit le moins de facteurs modulaires.

Avec les degrés des facteurs irréductibles de f modulo p, la factorisation en degrés dis-
tincts (paragraphe 5.4.1) fournit, des informations sur le groupe de Galois de f.

Notation 5.22. Soit f un polynoéme de degré n sans facteur carré et p un premier ne
divisant pas le discriminant de f. La partition de n en les degrés des facteurs irréductibles
de f = f mod p est notée w(f,p).

Théoreme 5.23. Soit f un polynome de degré n sans facteur carré et p un premier ne
divisant pas le discriminant de f. Alors il existe un élément du groupe de Galois de f dont
les longueurs de cycles sont w(f,p).

Preuve : Voir [102, pages 190-191], [27] ou [101]. O

En fait les rapports entre partitions du degré et longueurs de cycles d’éléments du groupe
de Galois sont plus profonds:

Théoréme 5.24 (Frobenius-Cebotarev). Soit I' le groupe de Galois du polynéme f sé-
parable de degré n. Soit C 'ensemble des éléments de I' dont les longueurs de cycles corres-
pondent a la partition © de n, alors:

card ({p premier,p <m | @w(f,p) = @w}) card(C)

li =
mvoo {p premier,p < m} card (I')
Preuve : Voir [101, théoreme 3] ou [92]. O

Cette information tres précise sur la fréquence avec laquelle apparaissent les différentes
partitions de n en longueurs de cycle invite a distinguer les différentes classes de conjugaison
possibles du groupe de Galois de f comme le suggere J. MCKAY dans [69]. I faut pour
cela connaitre une classification des longueurs de cycles possibles pour chaque classe de
conjugaison de &,,. Une telle classification est fournie pour les sous-groupes transitifs jusqu’au
degré 7 dans [69] et jusqu’au degré 11 dans [24].

Malheureusement, d’'une part les bornes sur le nombre de premiers a tester pour voir
apparaitre toutes les partitions de n (ce probleme est connu sous le nom de théoreme de
Cebotarev effectif) sont beaucoup trop grandes pour étre utilisables, méme en admettant
I’hypothese de Riemann généralisée (voir [58], [57] et [82]); d’autre part certains groupes de
Galois demeurent impossibles a distinguer par cette seule méthode (voir [111, paragraphe 3]
et [58]).

Ces longueurs de cycles permettent cependant de souvent reconnaitre les groupes de
Galois &,, et 2A,. Par exemple, un groupe de Galois contenant une transposition et un
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(n — 1)-cycle est le groupe symétrique S,,. J. H. DAVENPORT et G. C. SMITH [37] ont étudié
la probabilité de reconnaitre &, et 2, en utilisant la k-transitivité.

En fait, les degrés des facteurs modulaires de f modulo différents premiers doivent tous
étre compatibles avec les degrés des facteurs de f sur Z[t].

Dans [79] et [80] D. R. MUSSER a introduit un test de compatibilité des degrés des
facteurs dont nous allons faire un usage intensif.

Notation 5.25. Soit f un polynome de degré n.

Le sous-ensemble de {0, ... ,n} des degrés possibles pour les facteurs (non nécessairement
irréductibles) de f sur Z[t] est noté Dy(f) et le sous-ensemble de {0,... ,n} des degrés
possibles pour les facteurs (non nécessairement irréductibles) de f = f mod p sur F,[t] est

noté D,(f).

Il est facile d’obtenir ’ensemble des degrés possibles a partir d’une partition du degré n
du polynome.

Notation 5.26. Soit @w = (my,...,m,) une partition de n en degrés de facteurs irré-
ductibles. L’ensemble des degrés possibles pour la partition w, noté D(w) correspond a
I’ensemble des sommes de toutes les parties de w:

D(w):{zjn

Notation 5.27. Soit D un sous-ensemble de {0,... ,n} C {0,... ,n+m}, D4+ {m} désigne
le sous-ensemble de {0,... ,n 4+ m} défini par:

OﬁjiﬁmiPOUflﬁ‘iSn}

D+{m}={i4+m|1e D}

Si la partition @ correspond aux degrés répétés avec leur multiplicité {n,,... ,n,.} des r
facteurs du polynome alors D(w) se calcule par ’algorithme suivant :

Algorithme de Musser

Entrée: @ = (my,... ,m,) = {ny,... ,n,} une partition de n; {n =737 m;i=>)"_ n;}
Sortie: D(w) = D, I’ensemble des degrés possibles pour w.
(1) D « {0}
(2) Pour ¢ passant de 1 a r
D« DU(D+{n;})
Ces sous-ensembles de {0, ... ,n} peuvent étre représentés sous une forme tres compacte :
par des éléments de F;*! = M(n + 1) ou par 'écriture en binaire d’entiers compris entre

0 et 2"*1 — 1. Les coordonnées ou les chiffres égaux a 1 correspondant a la présence de
I’élément dans le sous-ensemble D, 'union des ensembles correspond alors au « ou » logique et
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lopération D+{m} devient un décalage de m coordonnées vers la droite ou une multiplication
par 2™,

Il est clair que Do(f) C D,(f) pour tout premier p ne divisant pas le coefficient dominant
de f. Donc, si {p1,...,pr} sont les k premiers pour lesquels a été obtenue la partition
du degré de I'image de f modulo ces premiers en degrés de facteurs irréductibles alors
Dolf) € Dy (f) -+ 11 Do),

Si 'ensemble D, (f)N---N D, (f) est réduit a {0,n}, cela prouve I'irréductibilité de f
sur Z[t].

Le test d’irréductibilité de Musser [79] consiste donc a initialiser un ensemble des degrés
possibles noté D a la valeur D = {0,... ,n} avant de procéder a plusieurs factorisations
modulo des premiers py, ... ,pr ne divisant pas le discriminant de f. Ces différentes factori-
sations peuvent étre effectuées dans le but de trouver un premier minimisant le nombre r de
facteurs modulaires pour contenir autant que possible le cotit de la réconciliation des facteurs
modulaires sur Z[t] (exponentiel en r dans le pire des cas) ou pour tenter de reconnaitre le
groupe de Galois grace a ses longueurs de cycles. Au passage, D est intersecté avec chacun
des ensembles D, (f) trouvés. Si D se réduit a {0,n} alors I'irréductibilité du polynéme f
est prouvée. Mais méme quand l'irréductibilité n’est pas prouvée, ’ensemble D fournit une
information sur les degrés possibles des facteurs. Cette information peut étre utilisée pour
éviter des tentatives de réconciliation de facteurs modulaires inutiles: dans la méthode du
paragraphe 5.4.3 un polynéme dont le degré n’appartient pas a I’ensemble D ne peut pas
étre un diviseur de f sur Z[t] .

Cet ensemble des degrés possibles D va utiliser et fournir de nombreuses informations
dans le cas de la factorisation de résolvantes.

Informations utilisées

Pour factoriser une résolvante dont les degrés des factorisations possibles sont
parmi les partitions {zw,... , @} qui correspondent a l’extrait d’une ligne de la
matrice de partition définie en 1.14 pour les k classes de conjugaison restant a
distinguer, I’ensemble D est initialisé non pas a la valeur {0, ... ,n} mais avec

k
D+ | JD(=)
=1
L’ensemble des degrés possibles pour les facteurs de la résolvante peut ainsi par-
fois étre tres réduit des le début de la factorisation.

Informations recueillies

Des qu’est modifié I’ensemble D au cours des diverses factorisations modulo dif-
férents premiers, les partitions qui contiennent des degrés n’appartenant plus a D
peuvent étre rejetées (ainsi que les classes candidates qui leur sont associées). Il
est aussi possible de réintersecter D avec I’'union des ensembles de degrés possibles
des partitions restantes comme lors de 'initialisation (cela permet de « nettoyer »
D des degrés possibles engendrés par les partitions rejetées).
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Remarque : Le nombre de premiers différents a tester est traité par D. R. MUSSER dans
[80]. II considere que 5 premiers distincts suffisent (en moyenne) pour déterminer I'irréducti-
bilité de polynomes de degré n choisis au hasard (et donc de groupe de Galois &,, en général)
pour n < 200. Cependant les résolvantes que nous cherchons a factoriser ne sont pas prises
au hasard et ont d’autres groupes de Galois. Donc tirer, avec la méme probabilité, des facto-
risations modulaires I'information maximale sur la transitivité du polynéme peut demander
un bien plus grand nombre que 5 premiers distincts (voir [39]). Dans la pratique, le nombre
de premiers distincts a utiliser va dépendre de l'efficacité des algorithmes de factorisation
modulaire. S’ils sont tres rapides, un grand nombre de factorisations modulaires peuvent
étre effectuées, méme si a partir d’un certain point, elles ont une tres faible probabilité de
fournir une partition nouvelle. Par contre, lorsque le cotit de la factorisation modulaire croit,
leur nombre peut étre limité voire réduit a la seule factorisation modulaire nécessaire pour
continuer I'algorithme de factorisation sur les entiers.

En fait, la partition du degré de I'image de f modulo p par la factorisation en degrés
distincts, notée w( f, p), est porteuse de plus d’informations que le seul ensemble des degrés
possibles des facteurs qui s’en déduit par D,(f) = D(w(f,p)).

Informations recueillies

La partition w(f,p) fournit une borne sur le nombre maximal des facteurs sur

Z[H].

Des partitions de classes candidates pourront ainsi étre rejetées parce qu’elles ont
un trop grand nombre de parts, ce que n’aurait pas permis la seule comparaison
des ensembles de degrés possibles engendrés par chacune d’elle.

Exemple : Soient deux partitions @; = (1*) et @y = (1?2). Elles vérifient D(w;) =
D(wsy) = {0,1,2,3,4} alors que la partition du degré 4 en w; est incompatible avec une
factorisation correspondant a w; (wwy impose trois facteurs irréductibles au maximum).

En fait, plus généralement, il est possible de définir, pour une partition donnée w ’en-
semble des partitions compatibles avec elle.

Définition 5.28. Soit w une partition de l'entier n dont les r parts (répétées avec leurs
multiplicités) sont {ny,... ,n,}.

Soit « . » I’application, qui a un motif de partition non nul de longueur r, m € M(r) et
a une partition w de n associe la partition m.ww de n dont les parts sont les n; pour lesquels
la ¢-ieme coordonnée de m est égale a 0 ainsi que la somme des n; pour lesquels la j-ieme
coordonnée est égale a 1.



N~AiLi AL L L ALUES TSN L 444 L0 L L L1

Exemple : En notant au dessus des parts, la valeur de la coordonnée qui les affecte:

0 001

0001.{1,1,1,2} = {1,1,1,2}
1 0 01

1001.{1,1,1,2} ={1,1,3 =241}
0101

0101.{1,1,1,2} ={1,1,3=2+1} ,
0111

0111.{1,1,1,2} = {1,4=24+1+1}

Définition 5.29. L’ensemble C(w) des partitions compatibles avec la partition c de n en r
parts w = {ny,... ,n,} est défini par:

Clw)={m.w | me M(r)}

Pour toute partition w(f,p) trouvée du degré de I'image de f modulo p 'ensemble
des classes de conjugaison dont les partitions sont incompatibles avec w(f, p) peuvent étre
rejetées de I'ensemble des classes candidates pour contenir le groupe de Galois de f.

Cependant dans la pratique le colt combinatoire pour déterminer I’ensemble des par-
titions compatibles est beaucoup trop élevé des que les parts sont nombreuses, et nous
n’utilisons que I’ensemble des degrés possibles combiné avec la borne sur le nombre maximal
de facteurs.

Le nombre total de facteurs irréductibles r (sur Z[t]) correspond en fait a la moyenne
du nombre de facteurs linéaires modulo les entiers premiers. Un encadrement de la conver-
gence de cette moyenne vers r quand les premiers tendent vers l'infini a été fourni par
P. WEINBERGER. Il donne ainsi dans [111] un algorithme en temps polynomial (avec 1’hy-
pothese de Riemann généralisée) pour déterminer le nombre de facteurs irréductibles. Mal-
heureusement, la taille des constantes, liées au théoreme de Cebotarev effectif, ne rend pas
I’algorithme praticable.

L’existence de facteurs linéaires

Un critere souvent utile pour la factorisation des polynémes (et la factorisation de résol-
vantes en particulier) est I’existence ou non de facteurs linéaires.

Si leur inexistence n’a pas été prouvée par le procédé de Musser exposé ci-dessus, les
facteurs linéaires peuvent étre cherchés par l’algorithme classique de recherche de racines
rationnelles du polynéme de degré n, f(t) = a,t™ + -+ + ag: les racines rationnelles de
f sont recherchées sous la forme p/q ou p et ¢ sont premiers entre eux et appartiennent
respectivement a I’ensemble des diviseurs (positifs ou négatifs) de aq et de a,. Si p/q est une
racine rationnelle de f, alors ¢t — p est un facteur linéaire de f. Dans la pratique, I’ensemble
des tests a effectuer peut étre tres élevé, et cette méthode n’est utilisable que si le nombre
des diviseurs respectifs de aq et a,, est faible.

Un résultat attribué a D. H. LEHMER par J. BRILLHART dans [19] peut étre signalé:
Théoreme 5.30. Soit n un entier supérieur ou €gal a 2 et f un polynome de degré n,
ft)=ant"+ -+ ao

Si a,, ag et f(1) sont impairs alors f n’a pas de racines rationnelles.
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Preuve : Voir [19]. O

Informations recueillies

Prouver avec le théoreme 5.30 que la résolvante f n’a aucun facteur linéaire
permet de retirer le degré 1 de ’ensemble D des degrés possibles et d’extraire de
la liste des classes de conjugaison candidates celles dont la partition du degré de
la résolvante f contient la part 1.

La recherche spécifique des facteurs linéaires sur Z[t] a partir de factorisations modulaires
suivies d’un lemme de Hensel effectif a été explorée par R. Loos (voir [66]).

Le probleme inverse (trouver un premier p pour lequel I'image de f modulo p admet une
racine simple) pour en tirer une méthode de factorisation a été exploré par G. VIRY dans

[103, chapitre IV].

5.5.2 Bornes sur les coefficients des facteurs et reformulation

Les étapes de remontée par un lemme de Hensel effectif (décrit au paragraphe 5.4.2) et
de détection des facteurs irréductibles (esquissée au paragraphe 5.4.3) sont les plus cotiteuses
du schéma de Berlekamp-Zassenhaus.

La taille du modulo m jusqu’auquel les facteurs vont étre remontés par un lemme de
Hensel effectif dépend a la fois de la qualité de la borne connue sur les coefficients des facteurs
du polynome f sur Z[t] ainsi que de la méthode retenue pour retrouver les coefficients entiers
des facteurs possibles a partir de leurs images modulo m.

Définition 5.31. Soit f € Z[t] un polynome a coeflicients entiers. Un vrai facteur de f est
un facteur de f sur Z[t] (non nécessairement irréductible).

Soit r le nombre de facteurs irréductibles de f modulo le premier p choisi (au para-
graphe 5.5.1) pour la factorisation modulaire, et par conséquence, le nombre de facteurs
modulo m ou m est le modulo atteint dans la remontée par un lemme de Hensel effectif des
facteurs de f modulo p (voir le paragraphe 5.4.2).

f=fi-fr modm

et

f=T T, modp

avec, pour 1 < <r,

fi = fimodp

Le paragraphe 5.4.3 a rappelé la méthode (exponentielle dans le pire des cas) qui consiste
a d’abord essayer les facteurs f; modulo m comme candidats pour étre de vrais facteurs puis
leurs produits deux a deux, trois a trois et ainsi de suite jusqu’a épuisement de toutes les
combinaisons possibles.
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Candidats pour étre vrais facteurs

Pour trouver les vrais facteurs sur Z[t], a partir des r facteurs de f modulo m, nous avons
besoin de méthodes produisant des polynémes g € Z[t] a partir de produits de f-uplets de
facteurs de f modulo m, pour 1 < ¢ < r (ils correspondent a toutes les parties possibles
de I’ensemble {1,...,r}). Ces polynémes g sont considérés comme candidats pour étre de
vrais facteurs de f. Ils sont de vrais facteurs de f lorsque la division de f par g est exacte.
Sinon, ils sont rejetés lorsque la division n’est pas exacte ou par tout autre critere plus facile
a calculer que la division des polynomes (incompatibilité du degré avec I’ensemble des degrés
possibles défini au paragraphe 5.5.1, compatibilité de I’évaluation en 0 ou 1, si la taille des
coefficients reconstitués est supérieure a la borne sur ces coefficients...).

Il existe deux méthodes classiques pour calculer le candidat pour étre vrai facteur de f
associé au produit ¢ d'un f-uplet (1 < ¢ <r — 1) de facteurs modulaires dans Z/mZ][t].

Reconstruction de rationnels [109]: Soit u € Z /mZl]t] le polynome
u=cd(c)” ¢ modm € Z/mZ[t] ;

soit v € Q[t] 'unique polyndéme, quand il existe, a coefficients rationnels dont les numérateurs
et dénominateurs sont bornés par y/m/2 et égaux a ceux de u modulo m. Soit g € Z[t]
le polynome a coefficients entiers égal a v multiplié par le ppcm des dénominateurs des
coefficients de v (les dénominateurs sont ainsi supprimés). Le polynéme ¢ est pris comme
candidat pour étre un vrai facteur de f dans Z[t].

Restes symétriques: Soit w € Z/mZlt] le polynome
w = cd(f)cd(c)" ¢ mod m € Z/mZlt]

dont tous les coefficients sont représentés par des entiers entre —m /2 et m/2. Soit g € Z][t]
la partie primitive de w sur Z[t]. Le polynéme g est pris comme candidat pour étre un vrai

facteur de f dans Z[t].

Définition 5.32. Soient n un entier positif et f € Z[t] un polynéme de degré n a coefficients
entiers,

flt)=ant" + -4+ art + ao
La hauteur de f, notée H(f) est le maximum des valeurs absolues de ses coefficients:

H(f) = max |a;]

0<i<n

Soit s la hauteur du vrai facteur, noté f, que nous cherchons. L.a méthode de reconstruc-
tion de rationnels va le reconstituer des que

m > 2s® (5.2)
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(voir [109] et [32]) et la méthode des restes symétriques peut étre utilisée des que
m>2cd(f)s . (5.3)

Nous notons C(m,s) une des conditions (5.2) ou (5.3) selon la méthode retenue pour
produire des candidats pour étre vrais facteurs.

Comme la hauteur s n’est généralement pas connue a priort elle est remplacée par des
bornes calculées a partir des degrés possibles des facteurs de f et de leur nombre.

Bornes sur les coefficients des facteurs

Il existe deux type de telles bornes.

Borne sur tous les facteurs: Une telle borne, que nous notons B( f), garantit que chaque
coefficient de tout facteur irréductible de f est inférieur a B(f).

Borne sur un seul facteur: Une telle borne, que nous notons b( f), garantit que chaque
coefficient d’au moins un des facteurs non triviaux (non nécessairement irréductible) de f
est inférieur a b(f).

Les bornes sur tous les facteurs B(f) sont classiques et peuvent étre déduites de bornes
sur les racines de f. Des exemples de telles bornes sont donnés dans [71], [72], [54], [73], [8],
[15] et [1].

Des formules de bornes sur un seul facteur sont données dans [9], [16] et [75]. Certaines
situations ou les polynémes ont leur hauteur pour borne sur un seul facteur ont été explorées

par Z. Liu et P. S. WANG dans [64] et [65].

Informations utilisées

Certaines formules de bornes sont plus petites dans le cas ou le nombre minimum
de facteurs est connu et supérieur a 2. C’est le cas de la borne [9, théoreme 1 (a)].

Les bornes sur un seul facteur ont été étudiées car elles peuvent étre beaucoup plus petites
que les bornes sur tous les facteurs. La principale différence lors de leur utilisation est I’étape
de combinaison des facteurs modulaires remontés modulo m par un lemme de Hensel effectif.

Si m satisfait la condition C'(m, B(f)) (s étant majoré par B(f)), les combinaisons ne
doivent étre tentées que jusqu’a des |r/2]-uplets de facteurs modulaires car le facteur associé
a un |r/2|-uplet tout autant que son complément associé a un (r — |r/2])-uplet sont des
vrais facteurs. Si m ne satisfait que la condition C'(m,b(f)), les combinaisons doivent étre
tentées jusqu’aux (r — 1)-uplets de facteurs modulaires car le vrai facteur associé a un certain
(r — 1)-uplet peut étre le seul a avoir ses coefficients plus petits que b(f).
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Détection précoce de vrais facteurs

Malheureusement, dans les applications courantes, ces bornes, qui ont été parfois prouvées
optimales car atteintes par certaines classes de polynomes, se révelent souvent beaucoup
trop pessimistes. La conséquence est que la remontée par un lemme de Hensel effectif est
poussée jusqu’a un modulo beaucoup plus grand que ne le requiert vraiment le probleme.
Des méthodes de détection précoce de vrais facteurs ont donc été étudiées par WANG dans
[109] et [110] ainsi que par [9] et [33].

Dans ces méthodes, les étapes des paragraphes 5.4.2 et 5.4.3 sont entrelacées pour des
modulos m croissants. Les combinaisons de /-uplets de facteurs modulaires sont tentées avant
méme que les conditions C(m,b(f)) et C(m, B(f)) soient remplies. Des heuristiques sur le
modulo auquel les combinaisons doivent étre essayées ont été proposées par [109] et [33].

La conséquence d’une détection précoce de vrais facteurs est que lorsqu’un vrai facteur
de f, noté f, est détecté, son irréductibilité sur Z[t] peut ne pas étre prouvée.

Plus précisément, nous supposons que le polynome ]/C\ est associé a un certain f-uplet
de facteurs modulaires sur Z/mZ[t]. Le polyndéme f peut étre facilement prouvé irréduc-
tible dans certains cas spécifiques: quand £ est égal a 1; si la restriction de I'ensemble des
degrés possibles D du paragraphe 5.5.1 aux degrés plus petits que celui de f est réduit a
I’ensemble vide ; et parfois en utilisant les criteres d’irréductibilité faciles a calculer exposés

~ ~

au paragraphe 5.3.2; sinon, b(f) et B(f) sont calculées.

Si I'une ou 'autre des conditions C'(m, b(f)) ou C'(m, B(f)) est remplie alors ]?est irré-
ductible, car les vrais facteurs de J/C\auraient été trouvés comme vrais facteurs de f associés
a un {-uplet pour ¢/ < /¢ a la condition que tous les candidats vrais facteurs associés a de
tels {'~uplets aient déja été rejetés.

Si aucune des conditions C(m, b(]/f\)) ni C'(m, B(f)) ne sont remplies alors il est nécessaire
de poursuivre le processus/\de remontée/combinaison des facteurs modulaires de ]/C\jusqu’é ce

que des vrais facteurs de f soient trouvés ou qu'un modulo m' plus grand que m soit atteint

tel qu’il remplisse la condition C(m/, b(f)) ou C(m/, B(f))

Si les -uplets de facteurs modulaires de ]/C\ n’ont pas été testés alors que la condition
C(m, b(f)) ou C'(m, B(f)) est remplie le processus de combinaison des facteurs modulaires
de ]/C\ est poursuivi jusqu’a ce que les vrais facteurs de ]/C\ soient trouvés ou que tous les
candidats pour étre vrais facteurs soient rejetés. Ce dernier cas (que tous les ¢’-uplets n’aient
pas été testés) arrive particulierement pour le facteur complément f = f/]? qui est associé
au (r — {)-uplet restant de facteurs modulaires modulo m de f.

Il est important de remarquer que chaque fois qu’un vrai facteur ]/C\et son complément
f sont trouvés, méme s’il n’est pas facilement montré qu’ils sont irréductibles, le nombre
exponentiel de combinaisons restant a tester est fortement réduit (de la forme 2¢ et 277¢
dans le pire des cas au lieu de 27).

Si pour f (ou f) le processus de remontée/combinaison a besoin d’étre poursuivi (au-

~

cune des conditions C(m, b(f)) ni C(m, B(f)) ne sont remplies) alors le f-uplet de facteurs
modulaires de m doit étre remonté par un lemme de Hensel effectif jusqu’a un modulo m’
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supérieur a m. Nous pouvons :

1. prendre les images du f-uplet modulo p issues de I’étape 5.4.1 et les remonter jusqu’au
modulo m/;

2. prendre leurs images connues modulo m et les remonter jusqu’au modulo m’.

Comme la remontée de Hensel effective utilise des polynomes secondaires (polynémes de
base de remontée, polynoémes de correction, voir le chapitre 6) la premiere méthode signifie
que les polyndomes secondaires utilisés dans la remontée de Hensel effective doivent étre
recalculés completement au cours du nouveau processus de remontée, alors que dans la
seconde méthode, nous souhaitons calculer ces polynomes secondaires a partir de ceux utilisés
pour la remontée des r facteurs modulaires de f.

Définition 5.33. La reformulation du probléme de remontée de Hensel effective est 'en-
semble des calculs qui donnent les polyndémes nécessaires a la poursuite d’une remontée de
Hensel effective sur les seuls £ facteurs d’un f-uplet fixé des r facteurs modulaires de f modulo
m. Ces calculs utilisent comme parametres les polynomes déja connus pour les r facteurs
modulaires de f modulo m ainsi que le vrai facteur f de f, associé au f-uplet.

Le paragraphe 6.2 expose la reformulation du probleme de remontée dans la technique
de lemme de Hensel effectif proposée par G. E. COLLINS et M. J. ENCARNACION.

5.5.3 Enumération des combinaisons possibles

Lors des tentatives de combinaisons des r facteurs modulaires de f modulo m, nous
souhaitons parcourir ’ensemble des f-uplets possibles. Il est plus intéressant, d’apres [31],
de les parcourir pour £ croissant a partir de 1 plutét qu’a degré fixé croissant : la complexité
des combinaisons est en moyenne polynomiale.

De plus, dans le cas ou la condition C(m, B(f)) est vérifiée, si tous les candidats vrais
facteurs associés a des {'-uplets, pour ¢/ </, ont été rejetés alors f n’admet aucun facteur de
degré inférieur au minimum des sommes ¢ par ¢ des degrés de facteurs modulaires distincts.
L’ensemble D des degrés possibles pour f est modifié en supprimant tous les degrés inférieurs
a ce minimum.

Informations recueillies

En modifiant ’ensemble D au cours des combinaisons, sont exclues, le cas échéant,
de la liste des partitions possibles celles qui possedent des degrés plus petits que
le minimum de D.

Par ailleurs, des qu’est trouvé un facteur non trivial de f sur Z[t], peuvent aussi
étre exclues de la liste des partitions celles qui sont incompatibles avec la présence
de ce facteur. En pratique en raison du cout combinatoire du calcul de toutes
les partitions compatibles, ce critere n’est utilisé que pour les polynémes irréduc-
tibles: leurs degrés doivent forcément apparaitre dans les partitions compatibles.
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5.6 La factorisation partielle interactive

Nous avons vu dans ce chapitre comment différentes étapes de 1’algorithme de factori-
sation pouvaient fournir des informations discriminantes entre les différentes partitions ou
groupes de Galois possibles (rassemblées sous I'intitulé informations recueillies). Cepen-
dant, comme nous ignorons a prior: a quel moment elles vont apparaitre, parfois pas avant
la factorisation finale, il est utile d’avoir ces informations disponibles a tout moment pour le
programme de recherche du groupe de Galois qui fait appel a la factorisation.

Comme signalé dans [35, chapitre 4, page 158] I'utilisation d’informations aux origines
hétérogenes en cours de factorisation et pouvant en modifier le cours complique ’écriture
des algorithmes et plus encore leur implantation.

La solution que nous avons retenue est de rendre disponibles toutes les informations
trouvées a tout moment de la factorisation en les gardant dans une structure de données
qui contient le polynome a factoriser. La fonction de factorisation effectue une étape supplé-
mentaire dans le processus de factorisation. La nature de cette étape élémentaire n’est pas
précisément définie. Ce qui compte, c’est que des informations nouvelles aient été déposées
dans la structure de données. Et c’est la structure de données qui est interrogée pour obtenir
les informations cherchées.

En fait, pour les opérations de remontée par un lemme de Hensel effectif et des réconci-
liations, il n’est pas nécessaire que les polynomes modulaires soient irréductibles mais sim-
plement premiers entre eux. Notre factorisation peut donc étre limitée aux seuls polynomes
susceptibles d’apporter une information discriminante et de laisser inachevée la factorisation
des autres facteurs (en les laissant sous forme de produits de facteurs inintéressants).

Pour cela, la factorisation partielle interactive repose sur le principe suivant : pour toute
factorisation non triviale trouvée, deux nouvelles structures de données sont créées, elles
correspondent a un facteur non trivial et a son complément sur lesquels le processus de
factorisation pourra étre poursuivi si besoin. Chaque factorisation non triviale peut étre vue
comme un arbre dont ne seront parcourues que les branches qui sont susceptibles de fournir
une information discriminante.

Il importe donc d’étre capable de pouvoir toujours reformuler les problemes en cours de
traitement et réinitialiser les variables de facon cohérente sur chacun des facteurs.

Le factorisateur est actuellement congu pour poursuivre la factorisation sur les facteurs
non-triviaux dans les cas suivants:

— si le polynome est susceptible d’avoir des facteurs irréductibles dont les degrés appar-
tiennent a un ensemble de degrés cherchés fixé d’avance (par exemple, tous les facteurs
de degré plus petit que 13, ou tous les facteurs dont le degré est multiple de 3, ou tous
les facteurs de degrés 2 et 7);

— (dans le cas ou le premier p modulo lequel les calculs modulaires sont effectués est
imposé) si le polyndme est susceptible d’avoir des facteurs irréductibles dont les degrés
de leur factorisation en facteurs irréductibles modulo p appartiennent a un ensemble
de degrés cherchés fixé d’avance;
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— (dans le cas ou le premier p modulo lequel les calculs modulaires sont effectués est
imposé) si le polynéme est susceptible d’avoir des facteurs irréductibles dont les par-
titions des degrés en facteurs irréductibles modulo p appartiennent a un ensemble de
partitions cherchées fixées d’avance.

Ces criteres sont ceux choisis par défaut mais ils peuvent étre modifiés.

Une implantation en Axiom de cette facon de considérer la factorisation est détaillée au

chapitre 7.
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Chapitre 6

Outils de la factorisation interactive

Ce chapitre est destiné a introduire des outils pour améliorer I’étape de reformulation du
probleme de remontée décrite au paragraphe 5.5.2 du chapitre 5 lors de la factorisation d’un
polynoéme a coefficients entiers.

Le paragraphe 6.1 définit un ordre sur I’énumération des /-uplets de facteurs modulaires.
Pour cela un motif de partition, défini au paragraphe 2.4, est associé a chaque f-uplet de
facteurs. Nous associons a l'ordre défini sur les motifs de partition une fonction successeur
qui permet d’itérer sur ’ensemble des combinaisons possibles. L’ordre est construit pour
éviter d’effectuer deux fois les mémes calculs dans un processus de détection précoce de vrais
facteurs (lorsque les facteurs trouvés ne sont pas nécessairement irréductibles).

Le paragraphe 6.2 rappelle la méthode de remontée « a la Hensel » de Collins et En-
carnacion et fournit une reformulation du probleme de remontée dans cette méthode. Notre
reformulation permet d’inscrire efficacement la méthode Collins et Encarnacién dans le pro-
cessus de factorisation interactive. L’ordre du paragraphe 6.1 est utilisé au paragraphe 6.2.3.

6.1 Un ordre sur les motifs de partition

Ce paragraphe a pour but de fournir un ordre sur les motifs de partition définis au
paragraphe 2.4. Il est utilisé par la procédure de réconciliation des facteurs modulaires décrite
aux paragraphes 5.5.2 et 6.2.3 pour éviter de faire deux fois les mémes calculs et les mémes
tests.

Les preuves de ce paragraphe nous paraissent beaucoup trop techniques par rapport a ce
que semble devoir requérir la nature du probleme. Nous invitons le lecteur a ne retenir que
les énoncés et tout particulierement la définition 6.24 et les propositions 6.26 et 6.27.

6.1.1 Deéfinitions

Soit r un entier, r > 1, pour 1 < k& < r la k-ieme coordonnée d’un motif de partition m
de longueur r, défini au paragraphe 2.4, est notée my :

m=mimz...m._ym, € M(r)
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Définition 6.1. Pour des entiers ¢ et j, si j > 1 ou ¢ < r, alors bloc, (7, j) est le motif nul
de M(r) dont toutes les coordonnées sont égales a 0.

Sinon, lorsque ¢ et j vérifient 1 < i < 5 < r, lafonction bloc, (¢, 7) est le motif de partition
de M(r) avec des 1 pour ses coordonnées entre ¢ et j, bornes comprises, et des 0 ailleurs:

bloc, (i,7)=0...01...10...0

i—1 j—itl  r—j
Convention : Par la suite, la convention suivante sera adoptée:
max & =0

Définition 6.2. Le sous-niveau d’un motif de partition de longueur r est le nombre de ses
premieres coordonnées consécutives égales a 0:

sous-niveau (my ...m,) = max{k € [l,r] | mi = ... =my_y = myp =0}

Définition 6.3. Le bout d’'un motif de partition de longueur r est le plus grand indice de
coordonnée de m égal a 1:

bout (my...m,) = max{k € [L,r] | my = 1}

Définition 6.4. Pour k € Z un entier fixé, k£ < r et m un motif de partition de longueur r,
Iextrait des k premieres coordonnées d’un motif de partition est une application de M(r) x Z

dans M(r) définie par:

extrait, (my...m,, k) = mimy...m;0...0
r—k

Si Pentier k est strictement inférieur a 1, alors extrait, (m, k) est le motif nul.

Remarque : extrait, (m, bout (m)) = m.

Propriété 6.5. Les fonctions sous-niveau, bout et extrait vérifient pour tout m € M(r) et
tout entier k < r:

bout (extrait, (m, k)) < k (6.1)

et sous-niveau (extrait, (m, k)) > sous-niveau (m)

Définition 6.6. Le complément [, d’un motif de partition de longueur r est 1’application
qui consiste a échanger les 1 et les 0 de ses coordonnées:

C.(mi...m,) = (1 —m)(l —ma)...(1 —m._1)(1 —m,)
Propriété 6.7. Pour tout m € M(r) et tout k < r, nous avons :

extrait, ([:7, (extrait, (m, k)) ,k) = extrait, ([:7, (m) ,k)
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Définition 6.8. Notons Mp(r) et Ms(r) les ensembles définis par

Mp(r) = O M(t,r) et Ms(r)=JM(tr) |

ou M(€,r) a été défini au paragraphe 2.4

Propriété 6.9. L’application G, réalise une bijection sur M(r) ainsi que de Mp(r) sur

Ms(T‘).

Définition 6.10. Définissons les fonctions dg, go, di, g1, respectivement, zéro de droite, zéro
de gauche, un de droite, un de gauche, par:

do : Mp(r) — {L,...,r}
m —  bout ([:7, (m)) ;
go : Mp(r) — {L,...,r}
m —  bout (extrait, (m,do(m))) +1 ;
dy © Ms(r) — {L,....,r}
m —  bout (m) ;
g1 Ms(r) — A{L,...,r} ‘
m —  bout (extraitr (Er (m),d; (m))) +1

Propriété 6.11. Les applications do, go, d1, g1 vérifient pour tout m € Mp(r) :

do (m) =d; (Er (m)) ; (6.3)
go (m) =g (E,, (m)) ; .
go (m) < do(m) . (6.5)

Preuve : Les propriétés (6.3) et (6.4) découlent directement des définitions.
Pour (6.5), en posant,

m = 1MmiMmsq ... Me_11M, 5
par définition de dg, nous avons (1 — mgy(m)) = 1 avec dg (m) > 1 car comme m € Mp(r),
par la propriété 6.9, son complément appartient a Ms(r) et n’est pas le motif nul.
Donc mgqy () = 0 et bout (extrait, (m,do (m))) < do (m), d’ou I'inégalité. O
Propriété 6.12. Tout motif de partition m € Ms(r) peut s’écrire sous la forme:

m = extrait, (m, g, (m) — 2) + bloc, (g1 (m),d; (m))
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Preuve : En posant
m = 1MmiMmsq ... Me_11M,

?

d’apres la définition de di, my = 0 pour k& > d; (m); d’apres la définition de g1, (1 —my) =0
pour g1 (m) < k < dy(m) et (1 —myg (ny-1) = 1, d’ou la propriété. O
Propriété 6.13. Tout motif de partition m € Mp(r) peut s’écrire sous la forme :

m = extrait, (m, go (m) — 2) + bloc, (go (m) — 1,80 (m) — 1)
+ bloc, (dg (m) + 1,7)

Preuve : En appliquant la propriété 6.12 au complément de m, on obtient :

C, (m) = extrait, ([:7, (m),go(m) — 2) + bloc, (go (m) ,do (m))

La formule s’obtient en prenant le complément de cette égalité. O

Exemples : Pour r = 16:

m niveau | sous-niveau | g; | dy | go | do
0001001001111000 6 3 10 113 |14 | 16
1110110110000111 10 0 14 116 | 10 | 13
1111111110000000 9 0 119 |10] 16
0000000001111111 8 9 101161 1] 9

Nous utilisons les fonctions définies dans ce paragraphe pour définir un ordre sur les
motifs de partition.

6.1.2 Définition d’un ordre sur les motifs de partition

Nous définissons dans ce paragraphe une application successeur sur les motifs de partition.
Le paragraphe 6.1.3 établit que cette application est surjective.

Définition 6.14. L’application successeur de Mp(r) dans Mg(r) est définie par:

suce, : Mp(r) — Ms(r)
m —  extrait, (m,go (m) — 2) + bloc, (g0 (m) ,r — do (M) + go (M))
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Remarque : L’application succ, est bien définie & image dans Mg(r), car de la définition
6.10 des fonctions go et dg ainsi que de l'inégalité 6.5 de la propriété 6.11 nous tirons 1 <
go(m) <retgyg(m) <r—do(m)+go(m)<r. Le bloc bloc, (go (m),r — do (m) + go (Mm))
n’est donc jamais nul.

Lemme 6.15. L application composée succ, o [, réalise une involution de Ms(r).

Preuve : D’apres les égalités (6.3) et (6.4) de la propriété 6.11,

succ, ([:7, (m)) = extrait, ([:7, (m),g1 (m) — 2) + bloc, (g1 (m),r —dy (m) + g1 (m))
En passant au complément, et d’apres la propriété 6.7, en posant

m' =, (succr ([:7, (m)))
= extrait, (m,g; (m) — 2) 4 bloc, (g1 (m) — 1,81 (m) — 1)
+ bloc, (r —dy (m) 4+ g1 (m) 4+ 1,7)

nous obtenons

go (m') = g1 (m)

et
do (m') =7 —dy (m) + g1 (m)
D’ou,
succ, (m') = extrait, (m’, go (m') — 2) + bloc, (go (m') ,r — do (m') + go (M)
= extrait, (m', g; (m) — 2) + bloc, (g1 (m) ,dy (m))
= extrait, (m,g; (m) — 2) 4 bloc, (g1 (m),d; (m))
=m
d’apres la propriété 6.12. g

Ce lemme a pour conséquence:

Proposition 6.16. L’application succ, réalise une bijection de Mp(r) sur Ms(r) et a pour
inverse lapplication préd, définie par

préd, : Mg(r) — Mp(r)
m — C, (succr ([:,, (m)))
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6.1.3 Propriétés de I’application succ,

Ce paragraphe a pour but de montrer que l'application succ, est bien nommée, c’est a
dire que tout élément de Mg(r) est atteint par composition itérée de cette application au
motif de partition nul.

Nous montrons cette propriété par une récurrence pour laquelle il est nécessaire d’intro-
duire de nouvelles notations.

Définition 6.17. Soit r un entier supérieur ou égal a 2. L’application de M(r) dans M(r—1)
qui associe a m € M(r) le motif de partition de M(r — 1) composé des r — 1 dernieres
coordonnées de m est notée 7:

9: M(r) — M(r—1)

m=mmz...m, — T(m)=mz...m,

L’application de M(r — 1) dans M(r) qui associe a m € M(r) le motif de partition de
M(r) dont les r — 1 dernieres coordonnées sont celles de m et dont la premiere est 0 est notée

P
P M(r) — M(r-1)

m=my...me—y —> [ (m)=0my...m,_q

Propriété 6.18. Soit r un entier supérieur ou égal a 2.
Pour tout m € M(r —1):

(P (m)) =m
et pour tout m € M(r) :
m = extrait, (m, 1)+ (7 (m))
ainsi que, pour k <,
extrait, (m, k) = extrait, (m, 1)+ (extrait,_y (1 (m),k—1)) . (6.6)
Pour tout m € M(r) :
Cos (1 (m)) =1 (€. ()
Pour tout m € Mp(r) :

Sido(m) > 2, alors do (7 (m)) =do(m) —1;
Sigo (m) > 2, alors go (9 (m)) = go (m) — 1.

Et pour tout m € Mp(r —1):
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Preuve : Ces propriétés se déduisent directement des définitions 6.17, 6.4, 6.6 et 6.10. O

Définition 6.19. Soient £ et r des entiers vérifiant 0 < ¢ < r. L’ensemble Mp (¢, r) est défini
par:

Mp(l,r) = M({,r)\ bloc, (r —{+1,r)

Propriété 6.20. Soient un entier r > 3, m € Mp(r).
Si 9 (m) € Mp(niveau (91 (m)),r — 1) alors:

succ, (m) = extrait, (m, 1)+ P (succ,—1 (9(m)))

Preuve : D’apres la définition 6.14 du successeur, et I’égalité (6.6) de la propriété 6.18, on
a, si go(m)>3:
succ, (m) = extrait, (m, 1)+ I (extrait,_1 (1 (m),go (m) — 3))
+ bloc, (go (m) ,r — do (m) + go (m))
= extrait, (m, 1)+ I (extrait,_1 (1 (m),go (7 (m)) — 2))
+ 7 (bloc,—1 (g0 (1 (m)) ,r — do (1 (m)) + g0 (7 (m))))
= extrait, (m, 1)+ P (succ,—1 (9 (m)))

Il n’y a plus qu’a monter que I'hypothese
9 (m) € Mp(niveau (7 (m)),r —1)

implique gg (m) > 3 ou, ce qui est équivalent d’apres la propriété 6.18, go (7 (m)) > 2.
Supposons que go (1 (m)) = 1, alors, d’apres la propriété 6.13 appliquée a 91 (m), nous
obtenons: 1 (m) = bloc,_1 (do (7 (m))+ 1,7 — 1) avec forcément r — 1 — do (7 (m)) =
niveau (1 (m)), or cet élément n’appartient pas a Mp(niveau (1 (m)),r —1) par définition de
Mp(niveau (9 (m)),r —1). Nous avons donc bien, pour 9 (m) € Mp(niveau (7 (m)),r — 1),
g (7 (m) > 2. .

Soit r un entier strictement positif. Nous montrons que tout élément de M(r) est un
successeur du motif nul. Pour cela nous adoptons la convention suivante :

Définition 6.21. Pour m € M(r), nous posons
succ? (m) = m
et, pour ¢ un entier strictement positif, si succt~! (m) € Mp(r) alors:
i-1 '

succ! (m) = suce, (succ™' (m))

Proposition 6.22. Soit r un entier strictement positif, pour {,k des entiers vérifiant 0 <
(< k<r,ona:

Ml k) = {succ;';l (blocg (1,£)) ‘ 1<i< @)} :
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avec

k

succ,(f)_1 (block (1,£)) = blocg (k — £+ 1,k)

et pour £,k vérifiant 0 < ¢ < k <r, nous avons :

k
succ,(f) (bloc (1,¢)) = blocg (1,44 1)

Preuve : Nous prouvons cette proposition par récurrence.
Pour r =1:

M(0,1) = {0} et M(1,1) = {succy (0)}

Pour r = 2:

M(072) = {00} )

or, d’apres la définition 6.14 de I'application successeur :

succy (00) = 10, succy (10) =01 et succy (01) = 11
Il est aisé de voir que, avec ces valeurs, la proposition 6.22 est vérifiée pour r = 2.
Pour r > 3:
Supposons que la proposition 6.22 est vérifiée pour r — 1. Le cas £ = 0 est trivial et ressort

de la définition 6.21 et de la définition 6.14 de ’application successeur.

Supposons 1 < £ < r. Par induction de la propriété 6.20, dont les conditions sont verifiées,
pour 1 <1 < (Zj),

succi_1 (bloc, (1,£4)) = bloc, (1,1)+ 7 (succf,__l1 (bloc,_q (1,¢ — 1))) . (6.7)
Soit, en posant
m' = succgzzl)_1 (bloc, (1, 1))

= bloc, (1,1) 4+ (bloc,_y (r — £+ 1,7 — 1))
= bloc, (1,1) + bloc, (r — £+ 2,r)

alors

r—1

succge_l) (bloc, (1,£)) = suce, (m')

or go(m') =2et dg(m') =r — L+ 1, d’ou par la définition 6.14 du successeur,

succgzzl) (bloc, (1,£)) = bloc, (2,44 1)
= (bloc,—1 (1,7))
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D’ou par induction de la propriété 6.20, pour 1 <1 < (Té ),

succgzj)—H_1 (bloc, (1,0)) =P (succf,__l1 (bloc, 1 (1,6))) . (6.8)

Soit, en posant

m' = succgzzl)—l—(r; )1 (bloc, (1,4))
=P (bloc,_1 (r—1 =04+ 1,r — 1))
= bloc, (r — £+ 1,r)

alors
succ£;:1)+(r; ) (bloc, (1,£)) = succ, (m")
or go(m") =1et do(m"”) =r — ¢, d’ou par la définition 6.14 du successeur,
succgz) (bloc, (1,£€)) = bloc, (1,44 1)

Les équations (6.7) et (6.8) montrent que si 'hypothese de récurrence est vérifiée pour
r — 1, et qu’on a donc,

M(t,r—1)= {succi__l1 (bloc,—1 (1,4)) ‘ 1< < <r ; 1) } ,

et

M —1,r—1)= {succi__l1 (bloc,—q (1,£ —1)) ‘ 1< < (Z B i) }

{succ;;—l (bloc, (1, £)) ‘ 1<i< G)}

est bien constitué de (Z) éléments tous distincts, de niveau £ et est donc égal a M (¢, r). Ceci
conclut la récurrence pour r. O

alors ’ensemble

Corollaire 6.23. La proposition 6.22 a pour conséquence immédiate, pour r un entier stric-
tement positif:

M(r) = {succ' (0) |1 <i<2"}

Ce corollaire nous donne la possibilité de parcourir itérativement ’ensemble M (r) en
définissant un ordre sur les motifs de réconciliation.

Définition 6.24. Les motifs de partition appartenant a M(r) sont ordonnés par < définie
par m < m’ si m’ est parmi les successeurs de m.

Plus précisément, avec les notations de 6.21, et d’apres le corollaire 6.23, en posant
m = succ’. (0) et m’ = succ (0); alors m < m’ si i < j.
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6.1.4 Propriétés de 'ordre sur les motifs de partition
Lemme 6.25. Pour m € Mp(r), nous avons:
niveau (succ, (m)) = niveau (m) + 1 — niveau (bloc, (go (m) — 1,80 (m) — 1))
Preuve : D’apres la définition 6.14 du successeur de m,
niveau (succ, (m)) = niveau (extrait, (m,go (m) —2)) +r —do(m) + 1
Or d’apres la proposition 6.13,

niveau (m) = niveau (extrait, (m,go (m) — 2))
+ niveau (bloc, (go (m) — 1,0 (m) — 1))
+ 7 —do(m)

d’ou 'égalité. O

Proposition 6.26. Le niveau est une fonction croissante de M(r) pour Uordre défini en

6.2.

Preuve : Il suffit de montrer que pour m € Mp(r),
niveau (succ, (m)) > niveau (m) . (6.9)
Comme
niveau (bloc, (go (m) — L,go (m)—1)) <1

I'inégalité (6.9) est obtenue en utilisant 1’égalité du lemme 6.25.
Cette proposition peut aussi étre vue comme une conséquence immédiate de la proposition

6.22. O

Proposition 6.27. A niveau ¢ fizé, avec 0 < { < r, le sous-niveau est une fonction crois-

sante de M({,r) pour Uordre défini en 6.2/.

Preuve : [l n’y a rien a démontrer pour £ = 0 ou £ = r car dans ces deux cas card (M (¢,r)) =
1. Supposons m € M({,r) pour 1 </ <r —1.

Il suffit de montrer que sous-niveau (succ, (m)) > sous-niveau (m) pour un motif m tel
que niveau (succ, (m)) = niveau (m) = /.

Or d’apres 1’égalité du lemme 6.25, si niveau (succ, (m)) = niveau (m) = £, alors on a né-
cessairement niveau (bloc, (go (m) — 1,80 (m) — 1)) = 1, le bloc bloc, (go (m) — 1,80 (m) — 1)
n’est donc pas le bloc nul.

La propriété 6.13 et la définition 6.2 du sous-niveau, entrainent donc:

sous-niveau (m) < gg(m)—2<gg(m)—1 . (6.10)
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La définition 6.14 de I’application succ, entraine:
sous-niveau (succ, (m)) = min{sous-niveau (extrait, (m, go (m) — 2)),go (m) — 1}
la proposition 6.5:
sous-niveau (extrait, (m, go (m) — 2)) > sous-niveau (m)
et 'inégalité (6.10) impliquent le résultat :

sous-niveau (succ, (m)) > sous-niveau (m)

Remarque : La proposition 6.22 nous indique aussi qu’a niveau ¢ fixé, 1 < /¢ < r, le plus
petit élément de M(¢,r) est bloc, (1,£), de sous-niveau 0 et que le plus grand élément de
M(¢,r) est bloc, (r — ¢+ 1,r) de sous-niveau ¢.

La propriété de l'ordre 6.24 donnée par la proposition 6.27 sera utilisée dans le paragraphe
6.2.3 pour éviter de refaire des calculs inutiles lors de la reformulation du probleme de
remontée lorsque sont détectés des vrais facteurs qui ne sont pas nécessairement irréductibles.

6.2 Reformulation du probleme de remontée

Bien qu’il existe un algorithme en temps polynomial pour la factorisation des polynomes a
coefficients dans les entiers [63], le schéma classique de Berlekamp-Zassenhaus de complexité
exponentielle dans le pire des cas [52] est toujours utilisé et implanté. Il 'est en raison de
son efficacité pratique sur les problemes accessibles au calcul formel. C’est pourquoi il est
toujours intéressant de ’améliorer.

Le schéma de Berlekamp-Zassenhaus a récemment été modifié sur les points suivants:
détection précoce de vrais facteurs [109], [110], utilisation des bornes sur un seul facteur
(single factor bounds) [9] et de nouvelles méthodes de remontée des facteurs modulaires [33],
[110].

Soit f un polynéme a coefficients entiers, séparable (sans racines multiples), primitif et
dont le coefficient dominant c¢d (f) est positif. Fixons p, un premier impair ne divisant pas
le discriminant de f (défini au paragraphe 2.3.5), ni c¢d (f): f mod p est aussi séparable sur
F,[t] et son degré est le méme que celui de f sur Z[t].

Nous traitons de la reformulation du probleme de remontée (paragraphe 5.5.2) lorsque
sont trouvés des vrais facteurs qui ne sont pas forcément irréductibles.

P. S. WANG a proposé dans [110] un algorithme de lemme de Hensel effectif en 1’accom-
pagnant d’une reformulation du probleme de remontée dans sa méthode.

G. E. COLLINS et M. J. ENCARNACION ont proposé dans [33] un nouvel algorithme de
lemme de Hensel effectif mais ils n’indiquent pas comment effectuer la reformulation du
probleme de remontée dans leur méthode. Or cette reformulation est indispensable pour
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implanter efficacement leur algorithme. La méthode de remontée de Collins et Encarnacion
est rappelée au paragraphe 6.2.1. Nous fournissons au paragraphe 6.2.2 tous les calculs né-
cessaires pour la reformulation du probleme de remontée dans la méthode de Collins et
Encarnacion. Elle est accompagnée d’une étude de complexité qui montre que la reformula-
tion est plus intéressante qu’un re-calcul.

Nous y avons aussi ajouté au paragraphe 6.2.3 'utilisation de I’algorithme d’énumération
des motifs de partitions du paragraphe 6.1 pour éviter des calculs superflus.

6.2.1 Meéthode de remontée de Collins et Encarnacion

Dans notre présentation de la méthode de Collins et Encarnacién [33] nous avons fait de
légers changements dans leurs notations pour unifier la présentation des différentes étapes
de leur algorithme.

Notation 6.28. Soient Ay,... , A, € Z/pZ]t] les facteurs du polynéme f modulo le premier
impair p. Le coefficient dominant du facteur A; est égal a cd (f) mod p et les autres facteurs
A;, pour 2 <1 < r, sont unitaires.

f= ﬁAi mod p
i=1

Notation 6.29. Soit ¢ la plus grande puissance de p rentrant dans un mot machine. Pour
tout entier 5 > 1, les anneaux quotients Z/¢’Z sont représentés par 1’ensemble des entiers

Z(q,§) ={~(¢' = 1)/2,..., (¢ = 1)/2}

Lorsque nous considérons des polynomes dans Z/¢’Z[t] comme des polynomes dans Z[t],
nous gardons ces valeurs signées sur Z. Lorsque nous effectuons des opérations modulo ¢’
nous conservons les résidus dans le méme ensemble de valeurs.

Définition 6.30. La division euclidienne symétrique d’un polynome C € Z[t] par g est le
calcul d’un quotient D € Z[t] et d’un reste symétrique F avec ses coefficients dans Z(q, 1)
tels que:

C=Dg+ F

Notation 6.31. Pour tout entier j > 1, Ay, ..., A,; € Z(q,j)[t] désignent les facteurs
modulaires remontés modulo ¢/ de f et pour 0 < i < r, les polynomes unitaires B;; €
Z(q,7)[t] sont les produits modulo ¢’ des r — 7 derniers facteurs de f modulo ¢’.
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Nous avons ainsi pour j > 1:

f= ﬁAi,j mod ¢/

=1

A; = A;; mod p pour 1 <:<r |
avec ed (Ay;) = cd(f) mod ¢’
cd(A;;) =1 pour 2<:<r

.

i = H Ah,jmodqj pour 0<:<r
h=1+1

Bi_1;=A;;B;; mod qj pour 1 <:<r |

B

f = Al,j s Ai,jBi,j mod qj
Ar,j = Br—l,j

Comme G. E. COLLINS et M. J. ENCARNACION le suggerent dans [33], la factorisation
modulo p peut étre remontée par un lemme de Hensel quadratique (comme [79]) en une
factorisation modulo ¢ qui donne pour 1 <31 <r — 1, les polynéomes A;; et B;;. Au cours
du processus de remontée quadratique (Algorithme Q dans [79]), des polynomes de base de
remontée S;, T; € Z(q,1)[t] sont calculés.

Définition 6.32. Les polynomes de base de remontée S;,T; € Z(q,1)[t] satisfont pour 1 <
1 <r—1:

AiJSZ' + Bi,lTi = 1 mod q (611)
deg(S;) < deg(B;1) (6.12)

Notation 6.33. Pour j > 1, les polynomes Yy ; € Z(q, 1)[t] désignent les termes du déve-
loppement g-adique de f. lls sont définis par:

f=Yor+Yooq+ - +Yo,; ¢+, (6.14)
avee deg(Ys,) < deg(f).
Pour j > 1, nous avons By ; € Z(q,7)[t] qui est égal & ce développement modulo ¢’:
Boj=Yo1+Yo2q+ - +Y,;¢"" = fmod ¢

Notation 6.34. Nous notons R; € Z[t], deg(R;) < deg(f), les quotients successifs des
divisions euclidiennes symétriques f par ¢ associées aux restes Yy ; € Z(q, 1)[t]:

R, =Riy19+ Yo+ et f =B, +¢R;
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Dans le but de remonter les facteurs modulaires du polynéme f du modulo ¢’ au mo-
dulo ¢’*!, la méthode de Collins et Encarnacién calcule de facon inductive les termes du
développement g-adique des facteurs modulaires du polynome f.

Notation 6.35. Pour j > 2et 1 <¢ <r—1, nous notons 7, ; € Z(q,1)[t] et Yi; € Z(q,1)[t]
respectivement, les termes des développements g-adiques symétriques de A;; et B; ;.

Comme A; ; € Z(q,j)[t] et B:; € Z(q,7)[t] sont égaux a ces développements modulo ¢/,
nous avons :

Aij=An+Zigq+- -+ Zijq™"
Bij=Bii+Yiaq+- - +Y¢d"
Aij=Aija+ Zijq ™
Bij=Bij.1+Y,;¢"

avec

deg(Z, ;) < deg(A1)

’

deg(Z; ;) < deg(A;)  pour 2<i<r-—1

)

deg(Y; ;) < deg(B;) pour 1<i<r-—1

’

et deg(Z ;) < deg(A,;) si f est unitaire ou ¢’ > 2cd (f).
Dans les calculs inductifs de la méthode de Collins et Encarnacion, des polynomes cor-
rectifs sont nécessaires.

Définition 6.36. Nous définissons, pour 7 > 2 et 1 < i < r — 1, les polynomes correctifs
U;; € Z[t] par

Bioyj — Aij1Bij
¢!

Uij =

Leurs calculs sont effectués sur Z[t] avec

deg(Uy,;) < deg(f)
deg(U; ;) < deg(Bi-1) pour 2<:<r-—1

et deg(U, ;) < deg(f) si f est unitaire ou ¢/ > 2cd (f).

Dans les formules qui apparaissent dans la suite de ce chapitre, une variable inconnue
prend une valeur induite par la formule dans laquelle son nom est écrit en caractere gras.

Etape inductive

Nous rappelons d’abord ’étape inductive de la méthode de Collins et Encarnacion. Nous
prenons j > 1 et supposons que la remontée des facteurs modulaires du polynome f a été
effectuée jusqu’a ¢’. Ainsi, les polynoémes A;;_1, Bij_1 € Z(q,j)[t], Zi;,Y:; € Z(q,1)[t],
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Ai;, Bij € Z(q,j)[t], Ui; € Z[t], pour 1 <i <r—1et R; € Z[t], sont supposés calculés dans
I’étape précédente de la remontée. Nous allons calculer les facteurs modulaires de f modulo
gt

Tout d’abord, les variables R,y € Z[t] et Y, ;11 € Z(g, 1)[t] sont calculées par une division
euclidienne symétrique de R; par ¢:

R =Rjp1q+ Yo - (6.15)
Pour ¢ croissant de 1 a r — 1:
Vii=(Aij1Yij+ Bij1Zi; —Uij)/a (6.16)
ou les opérations sont effectuées dans Z[t] (la division par g est exacte) et
Uijn = Yierjm — Vij — ZigVij @™ (6.17)
soit
172-7]4_1 :=U, j4+1 mod g (6.18)
ils trouvent des polynomes Y; j11, Z; j+1 € Z(q, 1)[t] (par 'algorithme P dans [79]) tels que:
AiY i1+ BiiZiiyi=U 1 mod g (6.19)
la remontée est achevée par:
A=A+ Zignd et Bij=Bi+Yind . (6.20)

La preuve de ’algorithme ci-dessus est dans [33]. Elle est basée sur
Bi_1j41 — Ai;Bi
q’

Uiy = (6.21)

pour j > letl <i<r—1.

Etape d’initialisation

La remontée des facteurs modulaires de g a ¢* est considérée comme un cas spécial dans
[33]. Ce cas peut en fait étre traité par les opérations inductives du paragraphe 6.2.1 a la
condition de prendre certaines valeurs d’initialisation ad hoc (irrégulieres) données ci-dessous.

Nous calculons d’abord la division euclidienne symétrique de f par ¢:

f=Riq+ Bo, (6.22)
et,pour 1 <1 <r—1,
U\ = Bi11 — Ai,Bi, . (6.23)
Ensuite, nous posons
Aip:=0, B,y :=0, Z;,:=0, Y,;:=0 . (6.24)
Ces valeurs utilisées dans (6.16) et (6.17) donnent bien
Bi11—A1Bin Bii2— Ai1Big

Upa=Yi 12+ =
q q

comme exigé par la méthode de Collins et Encarnacion ou la formule (6.21).
La division par ¢ dans (6.16) est exacte car par construction, B;_11 = A;1B;1 mod q.
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6.2.2 Reformulation du probleme de remontée

Ce paragraphe a trait a la reformulation du probleme de remontée. Nous supposons connu
le polynéme f, un vrai facteur du polynome f associé au f-uplet de facteurs modulaires
Ai gy -+ Ai,r remontés modulo ¢F, avec {iy,... i} C {l... 7}, et i, < ... < iy, £ <
r. Il peut avoir été aussi bien trouvé par reconstruction de rationnels que par les restes
symétriques, méthodes qui sont exposées au paragraphe 5.5.2 ou par toute autre méthode.

Notation 6.37. L’injection strictement croissante de I’ensemble {1,... ¢} dans {1,... ,r}
qui envoie ¢ € {1,... ,/} sur i, est notée .

Le but de ce paragraphe est de calculer les polynoémes (que nous notons avec des cha-
peaux) associés a f qui peuvent étre utilisés par I’étape inductive du paragraphe 6.2.1 avec

]/C\ au lieu de f et en partant du modulo ¢*. Nous évitons ainsi de recalculer la remontée a
partir du modulo p jusqu’a ¢* pour les nouveaux facteurs modulaires associés au (-uplet.
Reformulation de la base de remontée

Comme p ne divise pas le coefficient dominant de f, cd (f) et cd (f) (qui est un facteur

de cd (f)) sont inversibles dans Z(q, j) pour 7 > 1.
Soit

21,1 =cd (f) cd (Ail)_l Az, mod ¢

et, pour 2 <1 </,

A\i,l = Ay
Alors
ﬁé—l,l = A\m
et pour ¢ décroissant de £ — 2 a 1,
ﬁm = §i+1,1//1\i+1,1 mod ¢ . (6-25)

Nous calculons maintenant une base de remontée reformulée §Z,ﬁ € Z(q,1)[t], pour
1 <31 </ —1 satisfaisant :

%/l\i71§i—|—§i71ﬁ = lmodg (6.26)
deg(S;) < deg(B;y) (6.27)
deg(T)) < deg(A;y) (6.28)

Lemme 6.38. Soient Qs el §1 les quotient et reste de la division euclidienne modulo q du

=~ —1 ~
polynome cd (AT 1) cd <f> 57 par le polynome unitaire B :

~ —1 —~ ~
ed (A7) d (f) S = Qg B1y+ 8, mod g
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Pour 2 <1 </l —1, sotent Q)g,; et §Z les quotient et reste de la division euclidienne modg

du polynome S; par le polynome unitaire B;,:
S, = QS,iEi,l + §Z mod ¢

Soit, pour 1 <1 <l —1, Qp,; le quotient de la division eracte modq du polynome B;y par

le polynome unitaire B;;:
By = QB,iEivl mod g
et soit fﬁ-, défini par:
T, = A\i,lQS,i + @, 15 mod ¢

Alors §Z,fﬁ € Z(q,)[t] pour 1 < i < € —1 forment une base de remontée satisfaisant les
conditions (6.26), (6.27), et (6.28).

Preuve :
~ o~ ~ o~ ~ . ~ —1 ~
A11S1+ BT = Ay (Cd <AT71> cd <f) 57— QS,le)

+ §1,1 (A\I,IQSJ + QBJTT) mod ¢
= AT,IST + §171QB71TT mod q
= AT,IST + BT,ITT mod q
=1 mod ¢
et,pour 2 <1 </l —1,

~

Am@‘ + Euﬁ = A\i,l(S? - QS,iEi,l) + Ei,l(A\i,lQS,i + @B, T3) mod g
= A5+ R‘JQB,Z'T? mod ¢
= A;15+ BT mod ¢

1 mod ¢

Nous avons deg(@) < deg(EM) pour 1 <7 </ —1 ce qui entraine deg(ﬁ) < deg(A\Z'J) pour
1< </l —1. O

Etape de ré-initialisation

Comme au paragraphe 6.2.1, nous devons calculer des valeurs d’initialisation convenables
pour f afin de reprendre la remontée simplement en appelant 1’étape inductive du paragraphe
6.2.1.

Soit

Aijp:=cd (f) cd (Ai,k>_1 Az, mod q"

’
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et, pour 2 <1 </,

A\Lk = App
Alors
ﬁg_l’k = AZk
et pour ¢ décroissant de £ —2 a 1,
ﬁi,k = §i+1,kA\i+l,k mod qk . (6-29)

Nous calculons le développement g-adique symétrique de ]/C\ jusqu’au modulo ¢*:

f= 1/>0,1 + ?0,2 qg+---+ i}o,k ' + R, (6.30)
et dans le méme temps:
Boy = You + Yoo q+ -+ Yor ot (6.31)

Et alors, pour 1 <7 < /¢ — 1, comme au paragraphe 6.2.1 nous prenons des valeurs (irrégu-
lieres) d’initialisation ad hoc:

O
Uz’,k = 17qu_1 i i (632)

(la division est exacte) et

~

;4\2'716_1 = 0, Bi,k—l = 0, Zi,k = 0, i}i,k =0 . (633)
Ces valeurs utilisées dans (6.16) et (6.17) donnent

~ - Biix—AixBix  Biig+1 — AikBig
Uiks1 = Yic1p41 + 7 = p

comme attendu par la méthode de Collins et Encarnaciéon ou la formule (6.21).
Les deux divisions par ¢*~! et ¢ dans (6.32) et (6.16) sont exactes car par construction,

e aam g A
Bi_1x = A; 1 B;  mod ¢”.

Complexité de la reformulation comparée au re-calcul

Comme dans ’article [33] nous comptons et bornons le temps pour les opérations arith-
métiques en nombre de mots, ¢ étant la plus grande puissance de p rentrant dans un seul
mot machine.
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Notations et complexités élémentaires: Afin de continuer le processus de détection
de vrais facteurs en calculant les facteurs f modulo ¢* (les A;; pour 1 <7 < £ — 1) nous
pouvons soit reformuler le probleme de remontée comme décrit dans le paragraphe 6.2.2 ou
les recalculer ainsi que les polynémes secondaires nécessaires A2 1 BZ 1 SZ, TZ, AZ =1 Bhk 1,
th, Y%k et U%k a partir des facteurs de f modulo p, que nous notons Al, e ,Ag € Z/pZ[t].
Nous les remontons par un lemme de Hensel quadratique jusqu’au modulo ¢ et ensuite par
les étapes inductives du paragraphe 6.2.1 jusqu’au modulo g*.
Soit
A, =cd (f) cd (AT)_I A; mod p

et, pour 2 <1 </,

Et alors, pour 0 <1</ —1,

¢
H A\h mod p
h=i+1

Soit n := deg(f) le degré de f et n; := deg(A;) pour 1 < < r. Soient m; := deg(B;) =
EZ:H—I ny, pour 0 <7 <r — 1. Soit ¢ la longueur en mots du coefficient maximum de f.

Similairement, soit 1 := deg(f) le degré de ]?et n; = deg(;l\i) pour 1 < < /. Soient
m; 1= deg(gi) = Zi:i_H ny pour 0 < ¢ < £ — 1. Soit ¢ la longueur en mots du coeflicient
maximum de/\]?. R R

Calculer Yp ;11 et R; dans (6.15) coute O(¢n) opérations. Calculer U; ;41 dans (6.17) cotite
O(j n; m;) opérations. Résoudre les congruences (6.19) coiite O(m? +n?) opérations. Le cofit
de ces calculs domine celui des autres, ce qui conduit, en sommant sur ¢ pour 1 <7 </ —1
au cotlit O(j n?+/£n?+¢n) pour remonter tous les facteurs de ¢/ a ¢/+1. Ensuite, en sommant
sur j pour 1 < j <k le cofit total pour remonter du modulo ¢ au modulo ¢* est

O(K*R* + Lkn* + ken) (6.34)
comme donné dans [33].

Comme le coit de la remontée de Hensel quadratique du modulo p au modulo ¢ est
O(fn* +¢n) (voir [33]), le coiit total du re-calcul pour remonter la factorisation du modulo
p au modulo ¢* est donné par (6.34).

Si nous utilisons a la place la reformulation du probleme de remontée du paragraphe
6.2.2 pour remonter les facteurs jusqu’au modulo ¢*, alors nous devons calculer 1/}(),]‘-1-1 et
Ej, ce qui a un cout de O(cn) opérations arithmétiques, pour 1 < j < k, ce qui donne
un cout de O(k<cn) opérations. Calculer selon le lemme 6.38, S; et T coiite respectivement
O((msz — m;)m;) et O((mz — m;)n;) opérations ce qui donne en sommant sur les 7 un cout
de O((n — n)ln) opérations. Calculer Ei,k pour tout ¢ demande O(kn* + 7 £ k*) opérations.
Calculer f]\“g pour tout ¢ demande O(kn? + nlk*) opérations. Les coiits de ces calculs
dominent les autres calculs restants. Le cout total de la reformulation est donc:

O(ken 4 (n —n)ln + kn® 4 nlk?) (6.35)

opérations arithmétiques.
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Cotlt du calcul pour le vrai facteur et son complément: En général deux calculs
doivent étre effectués: a la fois pour le vrai facteur trouvé et le f~uplet de facteurs modulaires
remontés qui lui est associé, mais aussi pour le facteur complément f := f/f de degré n —n
et les r — ¢ facteurs modulaires remontés qui lui sont associés. Soit ¢ la longueur en mots du

coefficient maximum de f.
Cela conduit au cott suivant pour le re-calcul :

O(K*n* + Lkn? + ken) + O(k*(n — n)> + (r — O)k(n —0)* + ke(n — 7))
soit un cout total pour le re-calcul de:
O(K*(7* + (n —0)*) + k({R* + (r — 0)(n — 7)?) + k(€7 + ¢(n — 7))

opérations arithmétiques.
Pour la reformulation pour les deux facteurs, nous avons un cott de:

O(ken+ (n —a)ln + kn®+nlk?)
+ O(ken—7)+ (n—n)(r — O + k(n —0)> + (n —0)(r — Ok?)

soit un cout total pour la reformulation de:
O(k(en +e(n —n))+ (n—n)rn+k(R°+ (n —n)*) + K* (Rl + (n —0)(r — 1))

opérations arithmétiques.

Pour comparer, nous faisons I’hypothese n = O(n), £ = O(r), ¢ = O(c) et ¢ = O(c).
Elle conduit & un coit de O(k*n? + kr n® + kcn) opérations arithmétiques pour le re-calcul
contre seulement O(an r+rn’+kn?+k cn) opérations pour la reformulation.

6.2.3 Améliorations

Le paragraphe 5.5.3 a montré comment, en recherchant des vrais facteurs associés a des
(-uplets de facteurs modulo m = ¢’ pour £ croissant a partir de 1, des degrés pouvaient étre
exclus de 'ensemble des degrés possibles pour les facteurs irréductibles du polynome f.

Par ailleurs, lors de la détection précoce d'un vrai facteur f de f, exposée au para-
graphe 5.5.2, il est parfois nécessaire de poursuivre la recherche de vrais facteurs de f (c’est
le cas lorsque qu’aucune des conditions C'(m, b(f)) et C(m, B(f)) définies au paragraphe 5.5.2
ne sont vérifiées). Il faut alors poursuivre la remontée pour un modulo m’ supérieur a m.
Par contre, il est fréquent (si r — £ > ¢) que le facteur complément f = f/f ne puisse étre
prouvé irréductible: lorsque tous les polynomes candidats pour étre vrais facteurs associés
aux ("-uplets de ses r — { facteurs modulaires n’ont pas été testés. Il importe alors de les
tester tous apres reformulation soit pour prouver I'irréductibilité de f soit pour en trouver
un vrai facteur.

Nous utilisons dans ce paragraphe l'ordre sur les motifs de partition défini au para-
graphe 6.1 (définition 6.24) pour énumérer les (-uplets de facteurs modulaires. Les proprié-
tés de cet ordre permettent d’énumérer les f-uplets pour £ croissant et d’éviter des calculs
inutiles apres reformulation.
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Extraction des facteurs

Nous définissons d’abord 'injection utilisée au paragraphe 6.2.2 en fonction d’un motif
de partition m.

Définition 6.39. Soit m € M (r) un motif de partition de longueur r de niveau £. I’injection
“de {1,...,¢} dans {1,...,r} correspondant au motif de partition m associe a e, 1 < /¢
I'indice de la e-ieme coordonnée de m égale a 1.

Exemple : Pour m = 01011, " est définie par:
~L{1,2,3) < {1,2,3,4,5)

1 — 2
2 — 4
3 — 5

Le polynoéme candidat pour étre vrai facteur de f associé au motif de partition m est
donc construit a partir des facteurs modulaires A; ; dont les indices ¢ sont dans I'image de .

Remarque : Le motif de partition correspondant au polynome complément d’un vrai
facteur associé au motif de partition m est le complément du motif de partition m, C, (m).

Eviter les combinaisons inutiles

Définition 6.40. Soit m € M(/,r) un motif de partition de longueur r et de niveau 1 <
¢ < r.Soit m" € M(r) un motif de partition de longueur r. La trace de m' sous m notée
trace,, (m') est le motif de partition de M (£) composé des ¢ coordonnées de m’ pour lesquelles
les coordonnées de m sont égales a 1:

en posant m' = mim), ... m! et trace,, (m’) = tit,...1, alors {; = m. ou " est donnée par

la définition 6.39.

Exemples :
traceunl (01010) = 01010
tI’aC610101 (01010) = 000
traceooon (01010) =10
tI’ELCGllOlO (01010) =011

Proposition 6.41. Soit m un motif de partition de longueur r et de niveau { correspondant
a un vrai facteur f de f extrait parmi les v facteurs modulaires de f.

St les tests de polynomes candidats vrais facteurs de f ont €té effectués pour les motifs
de partitions ordonnés suivant "ordre défini au paragraphe 6.1, alors pour le polynome com-
plément [ = f/f il est suffisant pour poursuivre la détection précoce des vrais facteurs de f
de ne tester les polynémes candidats vrais facteurs de f, aprés reformulation du probléme de
remontée que parmi les successeurs du motif de partition

bloc, (sous-niveau (m) + 1, sous-niveau (m) + )
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pour le méme ordre défint au paragraphe 6.1.

Preuve : Nous supposons que les candidats pour étre vrais facteurs ont été testés en suivant
I’ordre sur les motifs de partition défini au paragraphe 6.1. Soit m le motif de partition
associé au premier vral facteur trouvé.

Comme, d’apres la proposition 6.26, le niveau est une fonction croissante pour 'ordre 6.24,
cela signifie qu’ont été rejetés tous les £'-uplets associés au motifs de partition de niveau ¢,
pour ¢ < /.

Comme, d’apres la proposition 6.27, le sous-niveau est une fonction croissante a niveau
? fixé pour lordre 6.24, cela signifie qu’ont aussi été rejetés tous les £'-uplets associés aux
motifs de partition de niveau ¢ et de sous-niveau s, pour s < sous-niveau (m).

Les motifs de partition associés aux candidats vrais facteurs de f de niveau strictement
inférieur a £ ou de niveau égal a / et de sous-niveau strictement inférieur a s apparaissent
comme traces sur le complément de m de motifs de partitions déja testés pour f. Les can-
didats vrais facteurs de f associés & ces motifs auraient donc dii déja étre détectés comme
vrais facteurs de f (les vrais facteurs de f sont évidemment aussi des vrais facteurs de f)
or, par hypothese, ils ont été rejetés.

Il suffit donc pour poursuivre le processus de détection de vrais facteurs de f apres
reformulation de commencer directement par le plus petit motif de partition de niveau ¢ =
niveau (m) et de sous-niveau sous-niveau (m) qui est

bloc, (sous-niveau (m) + 1, sous-niveau (m) + £) .

Détection de « probables » vrais facteurs

Au cours de 'algorithme de Collins et Encarnacién, les termes Z; ;41 et Y; ;1 des déve-
loppements g-adiques respectifs de A;; et B;; peuvent étre séparément ou simultanément
nuls (c’est notamment le cas si (72'7]41 est égal a 0 modulo ¢) dans (6.19).

Cela signifie respectivement que A;; et A; ;41 ou que B;; et B; ;11 sont égaux modulo
¢! (par construction ils sont égaux modulo ¢’). Comme leurs coefficients dans Z(q, 7)
sont représentés par les entiers dans {—(¢’ — 1)/2,...,(¢’ — 1)/2}, cela peut signifier qu’ils
sont effectivement égaux a des vrais facteurs sur Z[t]. Dans un tel cas, nous considérons
respectivement A; ;11 ou B; ;41 (selon les termes du développement g-adique qui sont nuls)
comme de « probables » vrais facteurs. Sans pousser plus loin la remontée, nous testons
par division de f sur Z[t] les polynomes associés respectivement a A; ;11 ou B; ;11 (voir
le paragraphe 5.5.2), correspondant respectivement aux motifs de partitions bloc, (7,17) et
bloc, (i + 1,7).

Si un vrai facteur est trouvé, nous reformulons, lorsque c’est nécessaire, le probleme de
remontée selon le paragraphe 6.2.2.

Ce type de détection précoce convient particulierement a la factorisation de facteurs
unitaires (c’est le cas des résolvantes de Lagrange).
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6.3 Conclusion

Nous avons fourni dans ce chapitre toutes les formules nécessaires a la reformulation du
probleme de remontée dans la méthode de remontée de Collins et Encarnacion. Cette refor-
mulation est moins couteuse que de recalculer les facteurs modulaires a partir des facteurs
modulo p des facteurs extraits.

Nous avons fourni au paragraphe 6.1 un ordre sur les motifs de partitions qui permet de
parcourir itérativement 1’ensemble des combinaisons possibles entre facteurs modulaires. Les
propriétés de cet ordre nous permettent au paragraphe 6.2.3 d’éviter des calculs redondants
apres reformulation du probleme de remontée.

Nous suggérons aussi de vérifier si les facteurs modulaires remontés sont de vrais fac-
teurs des qu’ils semblent converger modulo ¢* et cela avant méme d’avoir atteint une borne
quelconque pour la détection de vrais facteurs.
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Chapitre 7

Implantation des factorisations
interactives en AXIOM

Nous exposons dans ce chapitre 'implantation réalisée en AXIOM du factorisateur in-
teractif décrit au paragraphe 5.6. Le paragraphe 7.1 rappelle les principes généraux qui
sous-tendent la factorisation partielle interactive ainsi que les choix techniques retenus pour
AXIOM. Les paragraphes 7.2 et 7.3 précisent respectivement les spécificités de I'implantation
de la factorisation modulaire et de la factorisation sur les entiers.

7.1 Principes généraux

Le chapitre 5 a rappelé le schéma général de factorisation de Berlekamp-Zassenhaus.

Un des objectifs principaux du travail présenté ici est la spécialisation des algorithmes
généraux de factorisation des polynomes a coefficients dans Z au cas de la factorisation de
polynomes particuliers appelés résolvantes. Ces résolvantes apparaissent dans le cadre de
la théorie de Galois effective qui fournit des informations a priori sur le degré, le nombre
de facteurs irréductibles, ou le groupe de Galois de ces facteurs (voir le chapitre 1 ou [5]
et [96]). Or, les factorisateurs des logiciels de calcul formel ne sont pas congus pour tirer
parti de ces informations supplémentaires. Par ailleurs, en théorie de Galois effective, pour
distinguer les différents types de factorisation possibles pour les résolvantes, 'information
discriminante peut étre obtenue au cours du processus de factorisation, bien avant d’avoir
achevé la factorisation complete du polynome, tout particulierement s’il est de degré élevé
(supérieur a 100). Ces informations discriminantes peuvent étre de différentes natures:

1. irréductibilité du polynéme;
2. existence, ou non, de facteurs d’un certain degré;
3. nombre de facteurs;

4. détermination de certains facteurs de degrés fixés (en vue de calculer leur groupe de

Galois).
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Il est donc souhaitable de disposer d’un factorisateur sur Z[t] qui rende accessible a tout
moment de la factorisation les informations recueillies sur celle-ci et qui soit capable de
n’effectuer que des factorisations partielles en fonction des informations cherchées. L’acces
a ces informations doit se faire de fagon automatique, le factorisateur étant destiné a étre
appelé par un programme de détermination du groupe de Galois, tel celui de N. RENNERT.

Le langage AXIOM a été retenu comme support de cette implantation en raison de son
systeme de typage qui se préte particulierement a la manipulation d’informations. Son suc-
cesseur Aldor n’était pas suffisamment développé a I’époque de I'implantation (absence de
bibliotheques algébriques). Toutes précautions ont été prises lors de I'implantation pour fa-
ciliter un futur basculement du code en AXIOM vers un code en Aldor.

Il nous est apparu intéressant que ce programme interactif fasse lui-méme appel a une
factorisation modulaire interactive.

Nous avons donc implanté deux factorisateurs interactifs. Un pour la factorisation sur
Z[t] et un autre sur F,[¢].

Nous décrivons dans ce paragraphe les principes communs aux deux factorisateurs. Leurs
spécificités et différences sont précisées dans les paragraphes 7.2 et 7.3.

Nous n’explicitons pas ici 'implantation des algorithmes: ce sont ceux du chapitre 5.
Nous n’indiquons que la nature des informations accessibles en cours et a la fin de la facto-
risation. Nous donnons aussi la correspondance entre les variables internes et les notations
du chapitre 5 dans I'implantation actuelle du factorisateur.

7.1.1 Un nouveau domaine AXIOM

Le principe d’implantation retenu pour les factorisateurs interactifs (modulaire ou sur les
entiers) est le suivant : le polynome a factoriser est stocké dans un nouveau domaine AXIOM
[48] nommé :

— InteractivelyFactoredModularPolynomialDomain (abrégé ci-apres en IFMPD) pour
la factorisation modulaire,

— InteractivelyFactoredPolynomialDomain (abrégé ci-apres en IFPD) pour la facto-
risation sur les entiers.

Dans ce seul paragraphe qui décrit les propriétés communes des deux factorisateurs, nous
les noterons indifféremment avec I’abréviation IF*PD.

Ce domaine IF*PD correspond a une structure de données ou sont stockés le polynome
ainsi que toutes les informations s’y rapportant.

[’acces aux données se fait par I'intermédiaire de fonctions d’interrogation. Elles rendent
le domaine indépendant de la représentation choisie. Par exemple, pour u un élément de ce
domaine IF*PD, ’appel
-> factorMinimumDegree (u)
retourne le degré minimum des facteurs irréductibles possibles de u. Les valeurs de ces
données sont modifiées par des instructions de la forme
-> setFactorMinimumDegree! (u,3)
qui donne la valeur 3 a factorMinimumDegree (u) ou
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-> updateFactorMinimumDegree! (u,3)
qui modifie en conséquence et de facon cohérente les autres données associées au polynéme
u.

La factorisation s’effectue pas a pas par appel de la fonction qui modifie u par effet de
bord
-> factor!(u)

Cette fonction effectue une étape supplémentaire dans le processus de factorisation et
rend la main des qu’elle a trouvé une information nouvelle, c¢’est-a-dire, des qu’une donnée
de IF*PD a été modifiée.

Par exemple, la factorisation complete s’effectue par

while not factorsKnown?(u) repeat factor!(u)
u

alors que la recherche de l'irréductibilité s’effectue par

while not irreducibleKnown?(u) repeat factor! (u)
irreducible?(u)

Le choix de ce mode de fonctionnement impose des contraintes d’implantation :

— 1l est nécessaire de stocker dans la structure de données IF*PD toutes les variables
utilisées par les algorithmes se succédant dans le processus de factorisation ;

— la fonction de factorisation interactive doit pouvoir toujours, a partir de ces seules
variables stockées dans les structure de données, déterminer a quelle étape en est la
factorisation et pouvoir la poursuivre (jusqu’a factorisation complete).

Pour cela nous avons ordonné les opérations de la factorisation générale. Un pas dans
I’algorithme de factorisation correspond donc a une modification de 1’état de la structure de
données. Nous faisons I’hypothese, vérifiée dans notre implantation que le cout d’un appel de
la fonction factor! est négligeable devant le cotit d’une étape élémentaire de la factorisation
(c’est en général le cas lorsque u est passé par variable a la fonction factor!).

7.1.2 Les données stockées

Les données stockées dans les éléments du domaine IF*PD sont de deux types distincts
nommeés local et global.

Les données locales de 1’élément u de I'TF*PD correspondent a toutes les informations
relatives a sa factorisation ainsi que toutes les variables utilisées par les différents algorithmes
employés successivement dans le processus de factorisation. Ces variables locales sont propres
a u.

Les données globales de u correspondent plutot a des parametres qui conditionnent et
orientent les différents algorithmes de factorisation. Par exemple:

-> requiredFactorDegrees(u)
contient un ensemble de degrés de facteurs recherchés (lors de la factorisation partielle). Ces
variables globales sont partagées avec les facteurs de u ainsi que les IF*PD dont u est facteur.
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Par la suite nous appelons variable chacune des données stockées dans les IF*PD et
accessibles par les diverses fonctions d’interrogation.

7.1.3 Factorisation non triviale

Au cours du processus de factorisation de I’TF*PD u, les facteurs trouvés, non nécessaire-
ment irréductibles, seront eux-mémes du type IF*PD. La fonction factor! peut s’appliquer
a chacun d’eux pour achever sa factorisation en facteurs irréductibles.

Lorsqu’une factorisation non triviale est trouvée, elle correspond a un certain vrai facteur
f1 de f (défini au paragraphe 5.5.2) ainsi qu’en méme temps le quotient f; de f par ce facteur.
Pour chacun d’eux un nouvel IF*PD est créé, par exemple vl et v2, par les fonctions

-> vl := newFactor(u,f1)

et

-> v2:= newFactor(u,f2)

En ce cas v1 et u partagent leurs variables globales. La modification d’une de ces variables
sur I'un des facteurs va aussi modifier 'ITF*PD u de départ. La variable product (v1) (tout
comme product (v2)) pointe vers 'IF*#PD u. Le caractere de facteur ou non d’un IF*PD
s’obtient par factor?(u) qui sera vrai si la variable product (u) est affectée.

Les facteurs non triviaux v1 et v2 de u sont stockés dans la liste d’IF*PD
-> factorization(u)

Des que cette liste est non vide, la fonction factor! est appliquée aux IF*PD qu’elle contient.
La factorisation se poursuit sur ces facteurs non triviaux et non sur I’IF*PD u jusqu’a ce
qu’elle soit complete pour chacun d’eux. La fin de la factorisation est signalée par

-> factorsKnown? (u)

Certaines nouvelles propriétés trouvées sur les facteurs (comme le nombre maximum ou
minimum de facteurs, le degré maximum ou minimum de ces facteurs, ’ensemble des degrés
possibles) sont transmises le cas échéant de facon cohérente du facteur v a
-> product (v)

Cette transmission est subordonnée a la variable globale

-> productInheritProperties(v)

Si cette transmission a modifié les précédentes valeurs connues, le drapeau

-> inheritedFromFactor?(u)

est positionné. Cela signifie qu’une information supplémentaire a été obtenue. Il peut per-
mettre d’exclure certaines factorisations possibles pour le polynome stocké dans u. Cette
information a destination des programmes appelant factor! signifie qu’il est intéressant de
vérifier si certaines factorisations possibles peuvent étre exclues (une nouvelle information
discriminante a été apportée).

Réciproquement, lorsqu’un nouveau facteur de u est créé il hérite, de facon cohérente de
certaines autres propriétés du polynome de départ (I’ensemble des degrés possibles, le nombre
maximum de facteurs, la borne sur tous les facteurs). Cette transmission est subordonnée a
la variable globale
-> factorInheritProperties(u) |,
elle ne sera effectuée que si cette variable booléenne est positionnée vraie (true).
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La correspondance entre informations disponibles et variables internes est susceptible de
modifications pour prendre en compte toute amélioration algorithmique de la factorisation.
Il est donc préférable pour avoir une compatibilité avec les modifications futures du facto-
risateur de ne faire appel qu’a des fonctions standard qui utiliseront, elles, les informations
présentes dans la structure de donnée.

Exemple: Plutot que d’utiliser directement les informations recueillies sur la factorisation
pour savoir si une partition dp est compatible avec I’état actuel de la factorisation de I’TF*PD
u, la fonction

-> compatibleDegreePartition?(dp,u)

sera utilisée (elle retourne vrai tant que la partition du degré n’est pas incompatible avec les
informations stockées).

7.1.4 La factorisation partielle

Les factorisateurs ont été entierement congus de fagon a pouvoir effectuer des factorisa-
tions partielles (typiquement, recherche de tous les facteurs de degré inférieur a un degré
donné ou de certains degrés choisis a 1’avance).

L’utilisation de la factorisation partielle est subordonnée a la variable globale
-> partialFactorization?(u)

En ce cas des variables globales sont consultées.

La factorisation des facteurs qui ne sont pas susceptibles (parce que leur degré minimal
est supérieur par exemple) de fournir les facteurs recherchés n’est pas menée a son terme
alors que les autres facteurs susceptibles d’étre ou de contenir des facteurs recherchés de f
sont eux completement factorisés.

La fonction qui indique si tout IF*PD facteur de u est un facteur non désiré de u est
stockée dans la variable globale
-> unrequiredTrial(u)

7.2 Factorisation modulaire interactive

Nous décrivons dans ce paragraphe l’enchainement ordonné d’opérations qui conduit a
la factorisation modulaire complete.

La factorisation modulaire est appelée interactivement par la factorisation sur les entiers
(paragraphe 7.3). Elle conserve cependant son intérét et ses caractéristiques propres et peut
étre utilisée indépendamment.

Nous suivons les opérations décrites au paragraphe 5.4.1.

7.2.1 Initialisation

Elle se fait par
-> u:= new(f,p)
ou f est le polynome a factoriser et p le modulo selon lequel tous les calculs seront menés.
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Sont alors affectées les variables:
-> polynomial(u)
qui contient f,
-> prime(u)
qui contient p, ainsi que les variables ayant trait aux degrés des facteurs irréductibles
(factorMaximumDegree (u)).

7.2.2 Mise sous forme unitaire

Si le polynéme n’est pas unitaire, il est d’abord factorisé en un IFMPD de degré zéro
contenant le coefficient dominant de f modulo p ainsi qu’un IFMPD contenant le quotient
unitaire de f par ce coefficient dominant.

7.2.3 Factorisation sans facteur carré

L’algorithme utilisé est celui de Musser [116] adapté au modulo p qui détermine, par
pgcd, les polynomes fi, ..., fr dont les indices 1 < i < k sont premiers avec p et tels que

F=hiE.

Des que factor! trouve un f; différent de 1, pour 7 premier avec p, il place dans
-> factorization(u)
les IFMPD

— ui correspondant respectivement au facteur f; avec power (ui) égal a 1 et

— vi correspondant au produit des polynémes de multiplicité strictement supérieure a 1
avec ceux dont p divise la multiplicité (minimumCoprimeMultiplicity(vi) est égal a

i+1).

Une fois tous les f; trouvés avec ¢ premier avec p, il ne reste qu'un produit de facteurs
dont la multiplicité est un multiple de p. Une fois calculée la racine p-ieme de ce polynéme
(factorisation non triviale), le processus est répété sur la racine.

Les variables concernées par la factorisation sans facteur carré sont
-> squareFreeKnown? (u)
et
-> squareFree?(u)
qui indiquent respectivement si la présence d’un facteur carré dans u est connue, et auquel
cas, s’'il a pour facteur des facteurs multiples.
Les autres variables utilisées sont
-> minimumCoprimeMultiplicity(u) |,

-> musserPolynomialKnown?(u)
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-> musserLeftPolynomial (u)
et
-> musserRightPolynomial(u)

7.2.4 Factorisation en degrés distincts

Arrivé a ce point de l'algorithme, les polynomes a factoriser sont sans facteur carré.
Une information qui peut étre obtenue avant méme d’achever la factorisation modulo p en
facteurs irréductibles est la factorisation de f sous la forme:

ou F; est le produit des facteurs irréductibles de degré ¢ de f.

Le type de la factorisation (la liste des degrés des facteurs irréductibles) est donc connu
des ce moment. La variable drapeau qui signale que les degrés des facteurs irréductibles sont
connus est
-> factorDegreesKnown? (u)

Nous avons retenu pour cette étape la méthode « pas de bébé/pas de géant » (baby
step/giant step) de Kaltofen et Shoup [53] qui factorise les polynomes en degrés distincts en
deux étapes:

— factorisation par intervalles de degrés: par pgcd avec les polyndémes stockés dans
intervalPolynomials(u) (ils sont calculés de fagon paresseuse, c’est-a-dire a la de-
mande, par la fonction intervalPolynomial! (u,j)), nous obtenons les produits des
polynomes dont les degrés sont dans 'intervalle [j¢ — (¢ — 1), 5/];

— factorisation en degrés distincts: a partir de ces produits, sont extraits les facteurs en
degrés distincts.

Lorsqu’un pged non trivial est obtenu, une factorisation non triviale de f vient d’étre
trouvée (voir paragraphe 7.2.6). Sinon, les degrés minimaux et maximaux des facteurs sont
modifiés en conséquence.

A la fin de cette factorisation, les facteurs de polynomial (u) sont au pire des produits
de polynomes de méme degré et si un facteur est de degré égal au degré de ses facteurs, alors
sa factorisation est achevée, il est irréductible.

7.2.5 Factorisation en degrés égaux

A cette étape de I’algorithme, les polynémes a factoriser sont des produits de facteurs de
degrés tous égaux. La factorisation s’effectue de fagon probabiliste avec le pged du polynéme
avec un séparateur de McEliece [10] calculé par la méthode de Shoup [88] a partir d’un
polynéme aléatoire.

La fin de la factorisation en facteurs irréductibles est signalée par la variable drapeau
factorsKnown?(u).
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7.2.6 Factorisation non triviale

En fait, lors de la factorisation non triviale pour un vrai facteur £1, le factorisateur fait
appel a la fonction
-> newFactor(u,f1)
qui calcule les restes modulo £1 modulo prime(u) les différents polyndémes internes (dont
babySteps(u), giantSteps(u), intervalPolynomials(u), separator(u)).

7.2.7 La factorisation partielle

Dans le cas de la factorisation modulaire la fonction appliquée a tout facteur v de u
utilisée par défaut (placée dans unrequiredTrial(u)) est
-> unrequiredFactor?(v)
qui rejette les IFMPD dont les degrés n’appartiennent pas a
-> requiredFactorDegrees(u)

7.2.8 Les informations disponibles
Sur la factorisation

-> factorMaximumDegree (u)
contient le degré maximum des facteurs de u.
-> factorMinimumDegree (u)
contient le degré minimum des facteurs de u.
-> inheritedFromFactor?(u)
est une variable drapeau indiquant qu’une des deux variables ci-dessus a été modifiée par une
factorisation plus poussée de la factorisation non triviale stockée dans factorization(u).
-> polynomial(u)
contient le polynéme a factoriser.
-> polynomialKnown? (u)
indique si la variable polynomial (u) a été affectée.
-> power (u)
est la puissance a laquelle u est représenté.
-> irreducibleKnown? (u)
indique si l'irréductibilité de u est connue auquel cas la réponse a cette question est dans
irreducible?(u).
-> squareFreeKnown? (u)
indique si ’absence de facteur carré parmi ceux de polynomial (u) est connue auquel cas la
réponse a cette question est dans squareFree?(u).
La variable factor?(u) indique si u est le facteur d’'un IFMPD auquel cas, product (u)
pointe sur cet IFMPD.
Si une factorisation non triviale de u a été trouvée, alors la liste d’IFMPD contenue dans
factorization(u) est non vide et contient ces facteurs.
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La liste des IFMPD facteurs de u trouvés jusque-la s’obtient récursivement par la fonction
factors(u).

Factorisation sans facteur carré

-> minimumCoprimeMultiplicity(u)
retourne la multiplicité minimum premiere avec prime(u) des facteurs de u.
Les variables suivantes sont utilisées par ’algorithme de factorisation sans facteur carré
de Musser [116] et lui sont spécifiques.
-> musserPolynomialsKnown?(u)

-> musserLeftPolynomial (u)

-> musserRightPolynomial(u)

Variables internes liées a ’ordre de la factorisation

-> factorDegreesKnown? (u)

indique que la factorisation de u en facteurs de degrés distincts est achevée (conformément
a la fonction dans unrequiredTrial (u) dans le cas d’une factorisation partielle).

-> factorsKnown? (u)

indique que la factorisation de u est achevée (conformément a la fonction stockée dans la
variable unrequiredTrial(u) dans le cas d’une factorisation partielle).

Variables internes liées a la factorisation en degrés distincts

-> babySteps(u)

contient une liste de polynomes (déja calculés) pour la factorisation en degrés distincts selon
la méthode de Shoup [88].

-> giantSteps(u)

contient une liste de polynomes (déja calculés) pour la factorisation en degrés distincts selon
la méthode de Shoup [88].

-> intervalPolynomials(u)

contient une liste de polynomes (déja calculés) pour la factorisation en degrés distincts selon

la méthode de Shoup [88].

Variables internes liées a la factorisation en degrés égaux

-> separator(u)

contient le séparateur utilisé pour factoriser en degrés égaux.

-> separationAttempsNumber (u)

indique le nombre de tentatives de factorisation en degrés égaux avec le séparateur dans
separator(u).



4 1V N~AiLi AL L AL ALVUES 4. Ll¥VEL /i ALY L4 AL LRSS LY

Parametres globaux communs a un IFMPD et ses facteurs

-> prime(u)

contient le premier modulo lequel sont effectués tous les calculs.

-> productInheritProperties?(u)

indique si les conséquences d’une factorisation modifiée d’un facteur se transmettent au
polynéme produit (pointé par product (u)).

-> factorInheritProperties?(u)

indique si les propriétés déja connues de u doivent étre transmises a ses facteurs.

-> unrequiredFactorFound? (u)

est une variable drapeau qui indique qu’un facteur ne vérifiant pas les criteres de la fonction
unrequiredFactor? a été trouvé. Elle doit étre remise a faux pour continuer la détection
d’autres facteurs non cherchés.

-> babyStepsNumber (u)

indique le nombre de polynomes a calculer dans babySteps(u) et

-> intervalPolynomials(u)

-> giantStepsNumber (u)

indique le nombre de polynémes a calculer dans giantSteps(u)

-> partialFactorization?(u)

indique que la factorisation attendue n’est que partielle. Le factorisateur ne factorise que les
facteurs v pour lesquels la fonction unrequiredTrial (u) (v) est fausse. La fonction utilisée
par défaut est

-> unrequiredFactor?(v)

qui vérifie 'appartenance du degré de v a

-> requiredFactorDegrees(u)

qui contient I’ensemble des degrés des facteurs cherchés.

7.3 Factorisation interactive sur les entiers

Ce paragraphe décrit I’enchainement ordonné d’opérations qui conduit a la factorisation
complete.

7.3.1 Initialisation

Elle se fait par
-> u:= new(f)
ou f € Z[t] est le polynome a coefficients entiers a factoriser. Les données stockées dans
I’IFPD u sont positionnées par new:
-> polynomial(u)
contient le polynéme f et
-> degreeSet(u)
recoit I’ensemble des degrés possibles pour les facteurs de f, c’est-a-dire {0,... ,deg, (f)}.
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Les variables ayant trait au nombre de facteurs irréductibles (factorMaximumNumber (u),
factorMinimumNumber (u) ) sont aussi affectées en conséquence.

7.3.2 Détection de polynémes particuliers

Evoqués au paragraphe 5.3.1 les cas de polynomes particuliers n’ont pas encore fait ’'objet
d’une implantation mais ces tests doivent étre placés au tout début de la factorisation.

7.3.3 Primitivité du polynome

La primitivité des polynomes a été définie au paragraphe 5.2.1.
Les variables concernées sont
-> primitiveKnown?(u)
qui indique si la primitivité est connue, et
-> primitive?(u)
qui indique si le polynéme est primitif.
Si le polynome est primitif, les facteurs de degré 0 sont exclus de I’ensemble
-> degreeSet (u)
des degrés possibles, sinon, la factorisation obtenue entre le contenu ¢ de f et sa partie
primitive f/c est stockée dans factorization(u).
Comme la factorisation du contenu dans Z peut étre tres cotteuse (s’il est tres gros),
cette opération est subordonnée a la valeur de la variable globale
-> factorContent?(u)
Le contenu ne sera factorisé que si elle est vraie sinon il sera conservé comme produit non
factorisé de facteurs de degré 0.

7.3.4 Factorisation sans facteur carré

L’algorithme utilisé est celui de Yun (voir paragraphe 5.2.2) qui détermine, par pged, les
polynémes fi, ..., fr tels que

k
f=hEE - f
Des que factor! trouve un f; non égal a 1, il place dans factorization(u) les IFPD

— ui représentant les facteurs f; avec power(ui) égal a 1 et
— vi correspondant a f;_‘ll_'ll . f,f avec minimumMultiplicity(vi) égal a 2 + 1.
Les variables concernées sont
-> squareFreeKnown? (u)
et
-> squareFree? (u)
qui indiquent respectivement si la présence d’un facteur carré dans u est connue, et auquel
cas, s’il a pour facteur des facteurs multiples.
Les autres variables utilisées sont
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-> minimumMultiplicity(u)
-> yunPolynomialKnown?(u)

-> yunLeftPolynomial (u)
et
-> yunRightPolynomial(u)

7.3.5 Critéres d’irréductibilité

Les variables
-> irreducibleKnown? (u)
et
-> irreducible?(u)
indiquent si I'irréductibilité est connue et auquel cas si le polynéme est ou non irréductible.
Cette variable est bien str positionnée fausse des qu’un facteur non trivial de u est obtenu,
c’est-a-dire des que factorization(u) est non vide

Avant d’attaquer la factorisation par un algorithme général, quelques criteres rapides
d’exécution permettent parfois de prouver tres vite I'irréductibilité.

Les deux criteres actuellement retenus sont le critere d’Eisenstein et le critere de Brillhart
étendu par J. H. DAVENPORT et M. B. MONAGAN (voir paragraphe 5.3.2). L’intérét de ce
dernier critere est qu’il lie les valeurs entieres prises par les polynémes a leur factorisation
dans Z[t] permettant ainsi dans certains cas favorables de borner le nombre de facteurs
irréductibles (le polynome étant évalué en un entier suffisamment loin de ses racines, les
facteurs irréductibles ne peuvent étre en plus grand nombre que les facteurs premiers de la
valeur du polynome en cet entier).

Leur utilisation est respectivement subordonnée aux valeurs des variables globales
-> useEisensteinCriterion?(u)
et
-> useBrillhartCriterion?(u)

Ils affectent les variables einsensteinDone? (u) et brillhartDone? (u) quiindiquent que ces
tests ont été effectués pour u et le cas échéant irreducibleKnown?(u) et irreducible? (u).

7.3.6 La décomposition fonctionnelle polynomiale

La recherche de décomposition polynomiale est subordonnée a la variable globale
-> tryFunctionalDecomposition? (u)

C’est algorithme de [56] (voir le paragraphe 5.3.3) qui est actuellement utilisé par la
fonction factor!.

Si un polynome g tel que f = g o h est trouvé, il est stocké sous forme d’IFPD dans
-> decompositionLeftFactor(u)
et le h correspondant (de type polynéme) dans
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-> decompositionRightFactor(u)

L’utilisation de cette décomposition pour la factorisation ultérieure en factorisant d’abord
w := decompositionLeftFactor(u) est subordonnée a la variable globale
-> useFunctionalDecomposition? (u)
Des qu’une factorisation non triviale ¢ = ¢g1¢g2 de w est trouvée (stockée dans la variable
factorization(w)) elle conduit immédiatement a une factorisation partielle non triviale de

f:
f :gl(h)QQ(h) )

qui est stockée dans factorization(u). Cette action est subordonnée a la variable glo-
bale compositionInheritProperties?(w), le pointeur sur u étant stocké dans la variable
composition(w).

7.3.7 Les factorisations modulaires

Arrivés a ce point de I'algorithme, les polynomes a factoriser sont primitifs, sans facteur
carré et leur irréductibilité n’a pu étre prouvée par critere sinon ils sont concernés par 'une
des étapes précédentes.

Seront effectuées encore autant de factorisations modulo certains premiers qu’indiqué par
modularFactorizationsNumber(u). Un « bon » premier impair p choisi, dans prime(u),
pour la factorisation modulaire en cours, stockée dans currentModularFactorization(u),
ne doit pas diviser le discriminant de f. Si ce n’est pas le cas, p est ajouté a la liste
-> discriminantPrimes(u)
de diviseurs du discriminant de f.

La factorisation modulo p est menée jusqu’a ce que les degrés des facteurs modulo p soient
connus (c’est le cas avec la factorisation en degrés distincts). Cette factorisation modulaire
de currentModularFactorization(u) est effectuée par le factorisateur qui fonctionne lui-
méme en mode interactif décrit au paragraphe 7.2.

Une fois connue la partition w du degré de f mod p, ’ensemble D(w) défini au para-
graphe 5.5.1 est calculé et intersecté avec degreeSet (u). La variable degreeSet (u) prend
ensuite la valeur de cette intersection. Si I’ensemble degreeSet (u) se réduit au degré de f
alors f est irréductible.

Sont aussi ajustées par la méme occasion les informations sur le nombre maximum de
facteurs de f (factorMaximumNumber (u) ).

Cette partition du degré de f correspond aussi aux longueurs de cycles d'une permutation
du groupe de Galois de f. Elle permet d’exclure de I’ensemble des groupes de Galois possibles
pour f ceux qui n’ont pas de tels éléments. Ces partitions sont stockées dans cycletypes(u)
(voir le paragraphe 5.5.1 pour leur utilisation probabiliste).

Les factorisations modulaires interactives sont itérées jusqu’a épuisement de
-> modularFactorizationsNumber (u)
et sont stockées, si la variable globale keepModularFactorizations?(u) est positionnée en
ce but, dans modularFactorizations(u). Dans tous les cas, la « meilleure » factorisation
modulaire, au sens de celle qui va donner le plus petit nombre de facteurs irréductibles et
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diminuer ainsi la difficulté de la combinaison des facteurs modulaires pour obtenir les facteurs
sur Z[t], est stockée dans

-> roughestModularFactorization(u)

et la « pire » (le plus grand nombre de facteurs) dans

-> finestModularFactorization(u)

7.3.8 Remontée de Hensel des facteurs modulaires

Une fois achevées les factorisations modulaires, la factorisation retenue dans
-> roughestModularFactorization(u)
est menée a son terme (obtention des facteurs modulaires et non simplement de leurs degrés)
par le factorisateur modulaire interactif (voir le paragraphe 7.2).

Ce sont ces facteurs qui seront remontés modulo p* par un lemme de Hensel effectif (voir
les paragraphes 5.4.2 et 5.4.3).

Deux types de bornes sont calculées par setFactorBounds! (u) :

La borne sur un seul facteur: Elle est stockée dans
-> singleFactorBound(u)

La borne sur tous les facteurs: FElle est stockée dans
-> allFactorBound(u)

Nous avons implanté 1’algorithme de remontée de Collins et Encarnacion décrit au pa-
ragraphe 6.2. Il combine une remontée quadratique (implantée d’apres Musser [79]) jusqu’a
atteindre la plus grande puissance ¢ du « bon » premier choisi qui rentre dans un mot
machine, puis une remontée linéaire par rapport a q.

Les parametres de cette remontée sont initialisés par
-> initializeHenselLifting!(u,p,1l,q)
ou p est prime(roughestModularFactorization(u)), 1 est la liste de ses facteur (simples)
premiers entre eux deux a deux modulo p et q la plus grande puissance de p rentrant dans un
mot machine. Ils pourraient 1’étre a partir de données obtenues par d’autres moyens que par
la factorisation modulaire interactive. La remontée implantée est indépendante des calculs
modulaires déja effectués. Les polynomes modulaires fournis peuvent avoir une autre origine
que le factorisateur modulaire interactif.

Une fois les parametres initialisés, le modulo atteint par les opérations de remontée se
trouve dans linearHenselModulus(u). Le calcul de remontée des polynomes se fait a la
demande par
-> hensellLiftedFactor! (u,1)
ou i est le 7-ieme facteur de modularFactors(u) remonté modulo
-> linearHenselModulus(u)

Le numéro du dernier facteur remonté est stocké dans
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-> linearCurrentLiftedFactorNumber (u)

L’étape suivante dans la remontée : incrémenter

-> linearCurrentLiftedFactorNumber (u)

ou faire passer linearHenselModulus(u) de ¢* a ¢**! (une fois que tous les facteurs ont été
remontés modulo ¢*) est provoquée par henselLifting! (u).

7.3.9 Combinaison des facteurs

L’énumération des produits des parties des r facteurs modulaires pour en tirer les vrais
facteurs sur Z[t] de f est 1’étape exponentielle de la factorisation: 27/2 en utilisant une
borne sur tous les facteurs, et 27~! en utilisant une borne sur un seul facteur.

Nous avons cherché a éviter tous les calculs inutiles: lorsque le degré du polynéme ré-
concilié (calculé a partir des degrés de modularFactors(u), sans méme remonter le facteur
modulo linearHenselModulus) n’appartient pas a I’ensemble des degrés possibles de f (dans
degreeSet (u)) le produit n’est pas méme calculé. Si le degré est celui d’un facteur possible,
I’évaluation a 0 du polynome est effectuée ce qui permet de rejeter tous les polynémes dont
le terme constant ne divise pas celui de f.

Lorsqu’un facteur modulaire est inchangé lorsqu’il est remonté de ¢* & ¢®*1, il est considéré
comme vral facteur probable et son numéro est stocké dans probableTrueFactor(u). A
I’appel suivant de factor! il est essayé comme diviseur de f (voir le paragraphe 7.3.8).
En cas de succes une factorisation non triviale est trouvée (voir le paragraphe 7.1.3) sinon,
probableTrueFactor(u) est remis a 0.

Lors de la recherche de vrais facteurs pour f, le motif de partition associé a la combinaison
des facteurs est stocké dans recombinationPattern(u) et le dernier sous-niveau atteint dans
recombinationSubLevel (u).

Lorsque qu’un vrai facteur ¢ est détecté, correspondant au motif de partition
-> recombinationPattern(u) |,
un nouveau facteur est créé (par la fonction ug := newPrimitiveFactor(u,w,g)) ou w est
le motif de partition correspondant. Si le modulo atteint, l1inearHenselModulus(u), est
supérieur a la borne b requise pour g sur tous ses facteurs, qui dépend de la méthode retenue
pour le coefficient dominant, (voir section 7.3.8, b correspondant a allFactorBound(ug) ou
a singleFactorBound(ug) si la technique de borne sur un seul facteur est utilisée) alors ¢
est irréductible si les combinaisons ont été effectuées dans I'ordre du paragraphe 6.1 (voir le
paragraphe 5.5.3). Sinon, le probleme de remontée est reformulé (voir le paragraphe 6.2.2)
pour permettre de poursuivre cette remontée jusqu’a dépasser les bornes nécessaires pour
prouver (ou non) Iirréductibilité de ce facteur par de futures itérations de factor!.

Le quotient de f par ce vrai facteur g est aussi un vrai facteur qui correspond au complé-
ment du motif de partition w. Il n’est en général pas irréductible (c’est le produit des facteurs
irréductibles restant) sauf si le modulo atteint est supérieur & sa borne sur tous les facteurs
et que le nombre de ses facteurs modulaires est inférieur ou égal au niveau de combinaison
atteint.

Quand il ne peut étre prouvé irréductible, la reformulation du probleme de remontée
est aussi effectuée pour lui. Cependant, dans le cas ou la remontée n’a pas a étre poussée
plus haut, mais qu’il suffit de reprendre les combinaisons des facteurs modulaires correspon-
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dant a ce facteur, les combinaisons ne sont pas redémarrées a partir du début (certaines
ont déja été effectuées pour f) mais a partir du plus petit motif de partition de niveau
recombinationLevel(u) et de sous-niveau subLevel (u) (voir la proposition 6.41 du para-

graphe 6.2.3).

7.3.10 La factorisation partielle

En fait, toutes les opérations décrites ci-dessus (factorisations modulaires, remontées a la
Hensel, combinaison) peuvent étre menées pour des polynémes qui ne sont pas nécessairement
irréductibles (il suffit qu’ils soient premiers entre eux deux a deux). Le factorisateur a donc
été entierement concu de facon a pouvoir effectuer des factorisations partielles (typiquement,
recherches de tous les facteurs de degré inférieur a un degré donné ou de certains degrés choisis
a ’avance).

En plus de la fonction unrequiredTrial(u), la fonction factor! utilise aussi une fonc-
tion unrequiredModularTrial (u) qui rejette les facteurs modulaires qui ne sont pas suscep-
tibles de fournir les facteurs recherchés. Cette fonction est passée au factorisateur modulaire
interactif qui retourne donc une factorisation partielle. Le produit des facteurs modulaires
qui ne sont pas susceptibles de fournir les facteurs recherchés est placé en téte de la liste 1
des facteurs modulaires (en portant le modulo du coefficient dominant le cas échéant) lors
de 'initialisation de la remontée par
-> initializeHenselLifting!(u,p,1l,q)

(voir le paragraphe 7.3.8) alors que les autres facteurs susceptibles d’étre des facteurs modu-
laires de vrais facteurs recherchés de f sont eux completement factorisés par le factorisateur
modulaire et placés dans la suite de cette liste 1. En ce cas la variable

-> skipFirstModularFactor?(u)

est positionnée pour que les motifs de partitions qui prennent en compte ce facteur non
irréductible soient évités.

La fonction appliquée a tout facteur v de u utilisée par défaut (placée dans la variable
unrequiredTrial(u)) est
-> unrequiredFactor?(v)
qui rejette les IFPD dont les degrés des facteurs modulaires ne sont pas tous dans
-> requiredFactorModularDegreePartitions(u) |,
lorsque cette variable n’est pas vide, ou dont aucun des degrés des facteurs modulaires
n’est dans requiredFactorModularDegrees(u) ou bien, lorsque les degrés possibles pour
les facteurs ne sont pas dans requiredFactorDegrees(u).

La fonction appliquée a tout facteur mv d’une factorisation modulaire mu de u utilisée par
défaut (placée dans unrequiredModularTrial (u)) est
-> unrequiredFactor? (mv)
qui rejette les IFMPD dont les degrés n’appartiennent pas a
-> requiredFactorDegrees(mu)
des facteurs modulaires mu, c’est-a-dire en fait

-> requiredFactorModularDegrees(u)
Il s’agit de la méme fonction que celle sur les factorisations modulaires du paragraphe 7.2.7.
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7.3.11 Les informations disponibles
Sur le groupe de Galois

-> cycleTypes(u)

retourne une liste de longueurs de cycles de permutations appartenant au groupe de Galois
de polynomial(u). Elles sont obtenues a partir de multiples factorisations modulaires en
degrés distincts (voir théoreme 5.23).

Sur la factorisation

-> factorMinimumNumber (u)

contient le nombre minimum de facteurs irréductibles.

-> factorMaximumNumber (u)

contient le nombre maximum de facteurs irréductibles.

-> degreeSet(u)

contient ’ensemble des degrés possibles pour les facteurs irréductibles de u.

-> irreducibleFactorDegrees(u)

contient les degrés de facteurs irréductibles de polynomial (u) trouvés jusque la

-> inheritedFromFactor?(u)

est une variable drapeau indiquant qu’une des quatre variables ci-dessus a été modifiée
par une factorisation plus poussée de la factorisation non triviale présente dans la variable
factorization(u).

-> polynomial(u)

contient le polynome a factoriser.

-> polynomialKnown? (u)

indique si la variable polynomial (u) a été affectée.

-> power (u)

est la puissance a laquelle u est représenté.

-> primitive?(u)

indique si le polynome est primitif quand cette primitivité a été déterminée (voir la descrip-
tion de primitiveKnown?(u) au paragraphe 7.3.3).

-> irreducibleKnown? (u)

indique si I'irréductibilité de u est connue auquel cas la réponse a cette question est dans
-> irreducible?(u)

-> squareFreeKnown? (u)
indique si ’absence de facteur carré parmi ceux de polynomial (u) est connue auquel cas la
réponse a cette question est dans squareFree? (u).

La variable factor?(u) indique si u est le facteur d’'un IFPD auquel cas, product (u)
pointe sur cet IFPD.

Si une factorisation non triviale de u a été trouvée, alors la liste d’IFPD contenue dans
factorization(u) est non vide et contient ces facteurs.

La liste des IFPD facteurs de u trouvés jusque-la s’obtient récursivement par la fonction
factors(u).
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Bornes sur les coefficients

-> allFactorBound(u)

lorsqu’elle n’est pas nulle, contient une borne sur la taille maximale des coefficients de tous
les facteurs de u.

-> singleFactorBound(u)

lorsqu’elle n’est pas nulle, contient une borne sur la taille maximale des coefficients d’un
facteur non trivial de u.

Factorisation sans facteur carré

-> minimumMultiplicity(u)
retourne la multiplicité minimum des facteurs de u.

Les variables suivantes sont utilisées par ’algorithme de factorisation sans facteur carré
de Yun [116] et lui sont spécifiques.

-> yunPolynomialsKnown? (u)
-> yunLeftPolynomial (u)

-> yunRightPolynomial(u)

Variables internes liées a ’ordre de la factorisation

-> primitiveKnown? (u)

indique si le caractere primitif de polynomial (u) est connu.

-> composedKnown? (u)

indique si la recherche de décomposition polynomiale est achevée.

-> eisensteinDone?(u)

indique si le test d’irréductibilité de Einsenstein a été effectué.

-> brillhartDone? (u)

indique si le test d’irréductibilité de Brillhart a été effectué.

-> modularFactorizationsNumber (u)

indique le nombre de factorisations modulaires qui restent a effectuer. Une fois ce nombre
tombé a zéro, les étapes de remontée et de combinaison commencent.

-> primes(u)

Si cette liste de premiers est non vide, elle impose les premiers modulo lesquels sont effectuées
les factorisations modulaires. Le nombre de premiers restant dans primes(u) prend le pas
sur modularFactorizationsNumber (u).

-> factorsKnown? (u)

indique que la factorisation de u est achevée (conformément aux fonctions contenues dans
les variables unrequiredTrial (u) et unrequiredModularTrial (u) dans le cas d’une facto-
risation partielle).
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Décomposition polynomiale fonctionnelle

-> decompositionLeftFactor? (u)
indique si I’TFPD actuellement factorisé est le facteur a gauche d’une décomposition poly-
nomiale. En ce cas, la variable composition(u) pointe sur I’TFPD dont u est le facteur a
gauche.

Si u est décomposable (appel de composed?(u)) alors le facteur a gauche trouvé de u se
trouve sous forme d’IFPD dans
-> decompositionLeftFactor(u)
et le facteur a droite se trouve sous forme de polynéme dans
-> decompositionRightFactor(u)

Variables internes liées a la factorisation modulaire

-> currentModularFactorization(u)

contient la factorisation modulaire en cours (modulo prime(u)). Cette variable est vidée une
fois la factorisation modulaire menée jusqu’a une factorisation en degrés distincts, totale ou
partielle.

-> prime(u)

contient le premier modulo lequel a été effectuée la derniere factorisation modulaire si
currentModularFactorization(u) est vide, ou bien le premier modulo lequel elle est effec-
tuée si une factorisation modulaire est en cours.

-> finestModularFactorization(u)

contient la factorisation modulaire qui jusque la factorise u en le plus de facteurs modulaires
possibles (pour une utilisation future avec des idées du types de celles exposées dans [43]).
-> roughestModularFactorization(u)

contient la factorisation modulaire qui jusque la factorise u en le moins de facteurs modu-
laires possibles, c’est a la fin des factorisations modulaires (voir 'utilisation de la variable
modularFactorizationsNumber (u) au paragraphe 7.3.7) celle qui sera complétement ache-
vée et retenue pour les opérations de remontée.

-> modularFactorizations(u)

stocke la liste de toutes les factorisations modulaires entreprises lorsque la valeur de la
variable keepModularFactorizations?(u) le demande.

Variables internes liées a la remontée

-> skipFirstModularFactor?(u)

n’est utilisé qu’en factorisation partielle et signifie que le premier des facteurs modulaires
de modularFactors(u) contient un produit de facteurs inintéressants et qu’il est inutile
d’essayer de les réconcilier avec les facteurs modulaires restants.

-> henselPrime(u)

contient le premier modulo lequel s’effectuent les opérations de remontée a partir des facteurs
stockés dans modularFactors(u).
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-> quadraticHenselModulus (u)
contient le modulo atteint par la remontée quadratique qui sert de base a la remontée linéaire.
-> linearHenselModulus(u)
contient le modulo atteint par la remontée.

Le i-ieme facteur remonté modulo linearHenselModulus(u) correspond au i-ieme élé-
ment stocké dans
-> modularFactors(u)
Il s’obtient par appel a la fonction linearLiftedFactor! (u,1i). Celle-ci fonctionne sur un
mode paresseux et n’effectue les calculs nécessaires que lorsqu’ils sont utilisés (le numéro du
dernier facteur calculé est stocké dans linearCurrentLiftedFactorNumber (u)).

Nous ne donnons pour les variables suivantes que leurs correspondances avec les notations
du paragraphe 6.2.

-> modularFactors(u) A,y 1< <r

-> modularFactorProducts(u) B, 1<:1<r—1

-> quadraticLiftedFactors(u) A, 1<e<r—1
-> quadraticLiftedFactorProducts(u) B, 1<:<r—1
-> quadraticProductPolynomial (u) voir [79]

-> quadraticRightCofactors(u) Si, 1< <r—1

-> quadraticLeftCofactors(u) T;, 1<i<r-—1

-> linearFactorExpansionTerms(u) Zij+1, 1<i<r—1
-> linearFactorProductExpansionTerms (u) Y]_H, 1< <r—-1
-> linearLastButOneHenselModulus(u) q] 1

-> linearLastButTwoHenselModulus(u) qj_2

-> linearLastHenselModulus(u) qj

-> linearHenselModulus(u) qj‘"1

-> linearlLastLiftedFactors(u) Ay, 1<i<r—1
-> linearlLastLiftedFactorProducts(u) B;;, 1<:1<r—1
-> linearLiftedFactors(u) Ay, 1<1<r—1
-> linearLiftedFactorProducts(u) By, 1<i1<r—1
-> linearPolynomialQuotient (u) Ry

-> linearPolynomialRemainder (u) Yo i+1

-> linearRightHandSidePolynomials(u) Uijt1, 1<1<r—1

-> currentRecombinationLevelFactoerIinimumDegree(u)

contient le plus petit degré rencontré pour les combinaisons de facteurs modulaires du niveau
de combinaison courant, jusqu’au motif de partition dans recombinationPattern(u). Une
fois le niveau achevé, I’ensemble des degrés possibles degreeSet (u) est modifié en consé-
quence et, pour le niveau de combinaison suivant, cette valeur est stockée dans

-> lastRecombinationLevelFactorMinimumDegree(u)

-> lastRecombinationLevelFactorMinimumDegree(u)

contient le degré minimum atteint pour les combinaisons du niveau précédent. Si la valeur de
linearHenselModulus(u) est suffisamment grande (voir le paragraphe 5.4.3), alors aucun
facteur irréductible n’est de degré plus petit que cette variable.
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-> probableTrueFactor(u)

est une variable drapeau qui donne le numéro du dernier facteur qui n’a pas été modifié par
le passage de linearHenselModulus(u) a une puissance supérieure. Les coefficients de ce
facteur modulaire sont soupconnés de correspondre en fait aux coefficients d’un vrai facteur
de polynomial(u).

-> recombinationLevel (u)

contient le niveau courant de combinaison (nombre de facteurs multipliés ensemble).

-> recombinationPattern(u)

contient le motif de partition atteint jusque la. Les indices des coordonnées égales a 1 cor-
respondent en croissant aux numéros des facteurs de modularFactors(u). Il est vide a la fin
du niveau courant.

-> recombinationSubLevel (u)

contient le sous-niveau du dernier motif de partition calculé.

Autour du discriminant

-> discriminantKnown? (u)
indique si le discriminant de polynomial(u) est connu et auquel cas, il est stocké dans
discriminant (u).

Les premiers trouvés comme diviseurs du discriminant de polynomial (u), lors des ten-
tatives de factorisations modulaires, sont dans la liste
-> discriminantPrimes(u)

-> squareDiscriminantKnown? (u)
indique s’il est connu si le discriminant de polynomial (u) est un carré auquel cas la réponse
a cette question est dans squareDiscriminant?(u).

Parametres globaux communs a un IFPD et ses facteurs

-> compositionInheritProperties?(u)

indique si les conséquences de la factorisation d’un facteur a gauche d’une décomposition
polynomiale se transmettent au polynéme composé (pointé par composition(u)).

-> decompositionInheritProperties?(u)

indique si les propriétés requises pour u sont traduites pour tout facteur a gauche de dé-
composition polynomiale qui puisse étre trouvé (par exemple, la factorisation du facteur a
gauche sera aussi partielle quand celle de u ’est).

-> computelnheritedFactorCycleTypes?(u)

indique si les longueurs de cycles des facteurs de u doivent étre calculées a partir des fac-
torisations modulaires en degrés distincts déja connues qui sont stockées dans la variable
modularFactorizations(u).

-> factorContent? (u)

indique si le contenu des polyndémes non primitifs doit étre factorisé (factorisation sur les
entiers).

-> productInheritProperties?(u)

indique si les conséquences d’une factorisation modifiée d’un facteur se transmettent au
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polynéme produit (pointé par product (u)).

-> factorInheritProperties?(u)

indique si les propriétés déja connues de u doivent étre transmises a ses facteurs (par exemple
allFactorBound(u), factorMaximumNumber (u), etc.).

-> keepModularFactorizations?(u)

indique si les différentes factorisations modulaires entreprises doivent étre stockées dans
modularFactorizations(u).

-> linearHenselLifting?(u)

indique si la remontée linéaire doit étre utilisée.

-> quadraticHenselLifting?(u)

indique si la remontée quadratique doit étre utilisée.

-> sortModularFactorsByRequirements?(u)

indique si les facteurs modulaires dans modularFactors(u) doivent étre classés (a I’exception
du premier dans le cas d’une factorisation partielle) selon qu’ils sont plus susceptibles de
fournir des facteurs répondant aux contraintes des variables

-> requiredFactorModularDegreePartitions(u)

et

-> requiredFactorModularDegrees(u)

-> tryFunctionalDecomposition? (u)

indique si la recherche d’une décomposition polynomiale doit étre entreprise.

-> unrequiredFactorFound? (u)

est une variable drapeau qui indique qu’un facteur ne vérifiant pas les criteres de la fonction
unrequiredFactor? a été trouvé. Elle doit étre remise a false pour continuer la détection
d’autres facteurs non cherchés.

-> useBrillhartCriterion?(u)

indique si le critere d’irréductibilité de Brillhart doit étre essayé.

-> useEisensteinCriterion?(u)

indique si le critere d’irréductibilité d’Eisenstein doit étre essayé.

-> useFunctionalDecomposition? (u)

indique si la factorisation du facteur a gauche doit étre entreprise lorsqu’a été trouvée une
décomposition fonctionnelle.

-> useSingleFactorBound?(u)

indique si la technique de recherche de factorisation a partir d’une borne sur un seul fac-
teur doit étre utilisée. Dans I'implantation actuelle, cette technique est incompatible avec
la factorisation partielle car nous ne pouvons pas assurer que le vrai facteur (ou I'un de ses
facteurs irréductibles) dont Iexistence est garantie par la borne ne se trouve pas dans le
produit des polynomes considérés comme inintéressants par la factorisation partielle.

-> partialFactorization?(u)

indique que la factorisation attendue n’est que partielle. Le factorisateur ne factorise que les
facteurs v pour lesquels la fonction unrequiredTrial (u) (v) est fausse. Lorsqu’il utilise la
factorisation partielle du factorisateur interactif, il lui transmet la fonction contenue dans la
variable

-> unrequiredModularTrial (u)
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La fonction utilisée par défaut est unrequiredFactor?(v), qui vérifie 'appartenance du
degré de v a

-> requiredFactorDegrees(u)

qui contient 'ensemble des degrés des facteurs cherchés et lorsque ces listes sont non vides
respectivement ’appartenance de la partition de son degré en degrés de facteurs modulaires
a

-> requiredFactorModularDegreePartitions(u)

qui contient 'ensemble des partitions en degrés de facteurs modulaires cherchés des degrés
des facteurs irréductibles ou simplement ’appartenance des degrés de ses facteurs modulaires
a

-> requiredFactorModularDegrees(u)

qui contient ’ensemble des degrés cherchés pour les facteurs modulaires.

Remarque : L’utilisation de ces deux dernieres variables n’est vraiment pertinente que
lorsque polynomial (u) est factorisé modulo un unique premier fixé d’avance par primes(u).
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Annexe A

Calculs de résolvantes

Nous avons regroupé dans cet annexe des exemples illustrant nos deux algorithmes de
calcul de résolvantes. Les paragraphes A.1 et A.2 traitent le calcul symbolique de la résolvante
Loy tootan a5 tazth = Logtostrso5+axts- Llle est calculée respectivement par les méthodes des
chapitres 3 et 4. Nous n’avons pas choisi cette résolvante pour son intérét en théorie de Galois
effective. Sa factorisation n’apporte pas plus d’informations sur le groupe de Galois que la
factorisation de L, 4, z54+azt5. Mais les résultats de calculs symboliques avec des invariants
de plus grande arité ou pour des polynomes moins creux que z° + ax + b occuperaient de
nombreuses pages. Nous avons choisi la « petite » résolvante L, 4., 1, 25 4az+6 car l'intérét de
ne conserver, par les calculs modulo y®, que les seuls coefficients indispensables a son calcul
apparait déja, méme s’il y est moins spectaculaire que pour des résolvantes plus utiles.

A.1 Calcul récursif de résolvante

Nous prenons:
f(:E):.TES—I-a:E—I-b et O =2z +x9+ 25

Avec les notations du chapitre 3, nous avons:

Récip (Lz,,f) (1) = Récip (f) (1)
=l4+at*+0b?t°

soit, immédiatement,

L 5(t) = f(1)
=t"+at+b

La résolvante £, 1,  s’obtient par:

Récip (Lo, ran.r) (8) = £| RGs, (f<y>, {i”—tjﬂ ) mod o+1
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avec, pour j; =n—1=4et sy =n(n—1)/2 =10,

~ L. t
Fi(t.9) = (1= 1) % Récip (L) (1

=1—5yt—}—10y2t2—10y3t3—|—(5y4+a) t* mod #°

) mod /1 t!

et El(t,y)zl—Z'yt

~ t
Ni(t,
N1(7y) :1—3yt+4y2t2_2y3t3+<y4+a)t4
Dl(tay)

~ 1

Ni(t,:

Rés, (f(y), {%} ) =1—6at' =220 +a> 5+ 74 abt?+119 b2 ' mod ¢!
ltay

d’ou
Récip (Loytas) ) =1—=3at* —11b¢> —4a* 2 +4abt’—b* "
soit
Loytar ) =1t""=3at®—11bt" -4t +4abt—b

Le calcul direct, sans modulo, aurait demandé:
, Nl (t7 y)J )
Loy s = ¢/ Rés Y), | =——=
+z2,f \/ Y <f(y) {Dl(t’y) .

Ni(t,y) = Loy s (= y)
=t5—5yt4+10y2t3—10y3t2—|—<5y4—}—a)t—yS—ay—{—b

avec

et Di(t,y)=t—-2y

{M

=t' -3yt +4y P -2y t+yt4a
Dl(tay)Jt

Ni(t,
Rés, <f(y), {ﬁJ ) =t —6at'®—22bt"+a* " +74a bt +119 6> ¢
) t

+24 a3 ¥+ 64a*bt" —82a b5 +228% 17 +16 a* t*
323t +24a* ¥ t* —8abdt+b?
= (1 -3at®—11b° —4a* P +4abt )
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La résolvante L, 14,44, 5 s'obtient par:

REcip (Lo, v ) (1) = 3 R, (f(y), {i”i’fyﬂ ) mod 141

avec, pour jo = (n —1)(n —2)/2 =6 et s =n(n —1)(n —2)/6 = 10,

N - ¢
No(t,y) = (1 —yt)"" D72 x Récip (Lo, 4ay.f) <1 — yt)

x (1 — 3yt) mod 2 *!
=1-13yt+7y* =255y t°+ (570 y* — 3 a) ¢*

+(-882y° +27ay—11b) ¢

+ (966 y° — 99 a y* 4+ 88 by) t® mod ¢

- o ¢
et Ds(t,y) = (1 — 2yt)" x Récip (L, f) (1 — 2yt>

=1-10yt+40y* t* =80 y° t* + (80 y* + a) ¢*
—{—(—32 y5—2ay—|—b) t°

~ 1
Na(t,:
Vi) | ) gyt 5P da
DQ(t7y)
+(-10y°—8ay—12b) °+(-30y°—30ay’—29by) ¢°
Mt
Rés, (f(y), LN;E yﬂ ) =1-9at*+33b1°+15a®*® —210 a b t°+ 360 b* t*° mod ¢!
Qtay

Récip (Loygmpaanf) () =1 =3 at* +110¢> —4a*t*—4abt’—b* "
soit
Loiropios (@)=t =3at®+110¢°-4a*t* —4abt -1V

Le calcul direct, sans modulo, aurait demandé:

Lortosins s = i/Résy <f('y)7 {%J )
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avec

No(t,y) = Loy tas s (t—y)
=t" 1Byt 475y 17 255 y* 2+ (570 y* —3 a) 7
+(—882y° +27Tay—11b) t°
966 y6—99ay2—|—88by) t°
—750 y" + 195 a y® — 275 b y?) t*
405 y* — 225 a y* +440 b y® — 4 o*) °
—145 y°* + 153 a y® =385 by* +20 a®> y+ 4 a b) ¢*
31y —57ay®+176 by’ —28 a® y* — 16 a by — b*) ¢
—3yn+9ay7—33by6—|—12a2 y3—|—12aby2—|—362y

_|_
_|_
_|_
+
+

(
(
(
(
(
(

et Dyty)=1"—10y t*+40 y* 1> =80 y* t* + (80 y* + a)
—329y°—2ay+b

Ny(t,:
{ 2(’9)J =t -3yt +5y° "' =5y P4 at?
t

+(-10y°"—8ay—12b)t—30y°—30ay’—29by

Noy(t,
Rés, <f(y),{ 2 y)J ) =1t~ 9at®*® +33b1°+15a” t** — 210 a b t*' + 360 b* ¢*°
t

+ 45 a® t** + 105 a® b t'7 — 1335 a b* t*° 4+ 1265 b° ¢*°
— 60 a* t'* + 780 a® b t'* — 615 a® b* t'* — 1230 a b® ¢!
+ (=360 b* — 144 @®) t'° + 240 a* b ¢” + 840 a® b* ¢®
+720 a® b® ¢ + (255 a b* — 64 a®) t° + (33 0% — 192 a® b) 1°
— 240 a* B* t* — 160 a® b° 1> — 60 a* b* t* — 12 a b° t — 1°
= (1 —3at®+11b° 42 —dabt—0b)

A.2 Calcul par les modules de Cauchy
Nous prenons:
f(l’)IZL‘S—I-CLZL‘—I-b et O=uzx3+ a4+ 25

Avec les notations du théoreme 4.4 (page 68):

H3 = 62 X 6{3} H4 = 62 X 6{374} H5 = 62 X 6{37475}
d3 = 3 d4 = 6 d5 = 10

m3:1 m4:2 m5:3

Emniand
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L’invariant © étant d’arité 3 (voir paragraphe 4.5) nous avons:
Ro = Rl = RQ = RéClp (t - @)

Il n’est nécessaire de calculer que les trois dernieres étapes des formules récursives en com-
mencant par:

Ra(t) = Récip (t — O)
:1—(I3+$4+J}5)t

Les trois derniers modules de Cauchy de f sont:
fs=a3+ (za+a5) a3+ (2] + a5 24+ 22) 234 25 + 25 2] + 22 a4 + 28
fa=aitas o+ alai+ad g tar+a
fs=z4+axs+b

Nous calculons la premiere étape modulo t%+! = ¢4

Ry = — (t mod t4) T3 + (1 — (x5 + x4) t mod t4)

Rés,, (f3,R2) =1 — (2 :05—|—2x4)t—}—<2 P43y x5 +2 ri) 2

— <x4 x4 23 1:5) > mod t*

Rs = "{/Rés,, (fs, Ry) mod t*
=1—(2 2542 x4) t—}—<2 T2+ 3 x4 25+ 2 ri) 12— (;174 z: 4 22 ;c;,) T

Nous calculons la seconde étape modulo t%+! = ¢7:

Rs = <2t2—:1:5 3 modt7) :ci—(iZt—3:c5 t2—|—;1:§ 3 modt7) T4
—|—<1—2:{:5t—|—2;17§ 12 modt7)

Rés,, (f1,Rs) =1—6 x5 t +19 22 t* — 40 22 ¢* + (55 x5 — 8 a) ¢*
— (46 zy — 32 a:175) t5—|—(11 x5 — 66 a;z:g) % mod ¢

Rs= "{/Rés,, (f1,Ra) mod 7
:1—31:5t—|—5x?t2—5x§t3—4at4—|—<2$g—|—4a1}5> 1°
—<:E§—|-a$§) t°
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alors que le calcul complet de Rés,, (f1, R3) aurait donné:

Résy, (f1,Rs) =1—6 x5 t +19 22 t* — 40 22 ¢> + (55 x5 — 8 a) t*

— (46 22 — 32 a x5) * + (11 28 — 66 a 22) ¢°

+ (26 2l +86 a x2) " — (30 2 + 50 a vz — 16 a*) ¢°
+ 10$?—6ax§—32a2 :1:5) t9—|—(4:vé0—|—24a$§—|—24a2x§) 10
—(4:{:%1+12ax2—|—8a2x§’) tu—l—(;v?—l—?a.z:g—l—a?xg) 112

Et la derniere étape modulo ¢%+! = ¢11:

Ra=— <t6 mod tu) ;vg + (2 > mod tu) xg — (5 3 mod tu) ;172
+ (5 2 —at modt11> wg— <3t—4 atd modtu) T
+ (1 —4 at* mod tu)

Rész. (fs5,R4) =1-9at*+33b°+15a*>t8—210 a b t®+ 360 b* t'° mod "

Rs = "{/Rés,, (fs, Ra) mod t1!
=1-3at*+11bt°—4a*>t®—4abt®—0b*t"

alors que le calcul complet de Rés,, (f5,R4) aurait donné:

Rés,, (f5,Ra) =1 —9at*+33b¢>+15a*t®—210 a b’ + 360 b* t'° + 45 a° '
+105 a® b t'? — 1335 a b* ¢ + 1265 b t'° — 60 a* t'° + 780 ¢ b 7
— 615 a® b* ¢'® — 1230 a b> ¢! — (360 b" + 144 @°) t*° + 240 a" b ¢*!
+ 840 a® b* ¥ + 720 a® b* %> + (255 a b* — 64 a®) ¢
+(3306° =192 @’ b) t*° — 240 a* b* *° — 160 a® b° t*" — 60 a® b* 1*°
—12a 6> t*° = b t*°

Une transformation réciproque par rapport a la variable ¢ acheve le calcul :

£$3+$4+1‘57f(t) = RéCip (R5) (t)
=t _3atS+11bt°—4a*t>—4abt—b?

Emniand



Annexe B

Fonctionnement du factorisateur
interactif

Cette annexe est consacrée a quelques exemples de factorisation de polynomes a co-
efficients entiers par notre factorisateur interactif. L’intérét de la factorisation interactive
sera évalué relativement au mode d’implantation provisoirement retenu: en AXIOM pour le
prototypage de nos algorithmes.

B.1 Un exemple treés particulier

Nous commencons les exemples de fonctionnement du factorisateur interactif par une fac-
torisation complete. Le polynéme a factoriser a été construit ad hoc pour exploiter certaines
des capacités du factorisateur et pour que I’exemple tienne en une page:

F) =t +4 7" 41" 64" — 124 46 1" +4 M
— 120412 =38 —4tT+ 65 —4 P+t =1

Ce polynome est décomposable:
ft)=(goh)(t)
avec

gty =1t*—1
=(t-Dt+1)E*+1)

et
h(t) =1 +1* —t
Le polynéme f se factorise:

fO = —t+1) (P +1) t+1) (t—1) (P +t+1)
x (02t =214+t =240+ 17 4 1)
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Dans le dessin suivant, les fleches pleines indiquent qu’un polynome « est le facteur de »
celui dont est issue la fleche. Les fleches en pointillés signifient que le polynéme sur lequel
elles pointent est le composé fonctionnel du polynome dont elles sont issues avec le polynéme
h(t) =t 4+ t* —t.

Le factorisateur interactif obtient les facteurs de f dans ’ordre ou sont numérotées les
fleches (en 237 appels a la fonction factor!):

1. le factorisateur découvre que le polynoéme f est fonctionnellement décomposable (en 6
appels) et entreprend la factorisation du facteur a gauche g(¢) = t* — 1 de la décom-
position fonctionnelle ;

2. le factorisateur trouve une factorisation non triviale de g (en 50 appels) ;

3. cette factorisation est immédiatement traduite en une factorisation non triviale de f,
deux facteurs:

)=t 24" =251 2P 442 1

et fo) =t F247T 2451 — 280 1741

?

4. la factorisation de g n’étant pas achevée le factorisateur interactif la poursuit jusqu’a
trouver deux facteurs irréductibles de degré 1 (en 45 appels);

5. cette factorisation est immédiatement traduite en une factorisation non triviale de f;

(fiat)=t" 4+ 1> —t—1let fiao(t)=t>+1*—t+ 1 de degré 5);

6. la factorisation de ¢ (ainsi que les factorisations non triviales qui en découlent) est
achevée mais les facteurs fi 1, fi2 ou f; ne sont peut-étre pas irréductibles, leur facto-
risation est donc entreprise jusqu’a trouver une factorisation non triviale (irréductibilité
de fy: 4 appels; factorisation non triviale de f1: 59 appels);

7. qui est elleeméme achevée a cette étape (en 5 appels) ;

8. seule la factorisation de f ; restait a effectuer; une fois faite, tous les facteurs irréduc-
tibles de f sont connus (en 68 appels).
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L) =T+t

ler

. 3e
gty =t'—1

A== T 2T

2 —1 2 +1

CoTha) =0+t -t =1 fip(t) =0+t 4]

Qe
t—1 t+1

tP+t+1 2 —1 B —t241 2 +1

7€

t—1 t+1
Cet exemple illustre la fagon dont le factorisateur interactif poursuit « a la demande » la
factorisation du facteur gauche de la décomposition polynomiale de f. La détermination de
facteurs de ¢ est immédiatement traduite en facteurs de f qui ne sont pas nécessairement
irréductibles.

Lorsque la factorisation de f; est poursuivie, le factorisateur utilise la décomposition
polynomiale de f; et son facteur gauche. Dans le cas d’une factorisation partielle, si f; ne
correspond pas a certains criteres recherchés comme les degrés possibles de ses facteurs, les
degrés de ses facteurs modulo certains premiers ou son irréductibilité, sa factorisation peut
étre abandonnée au profit d’autres facteurs a factoriser, par exemple f; dont I'irréductibilité
est facilement prouvée par un critere (par le critere de Brillhart, voir le théoreme 5.9, page 83).

Le factorisateur d’AXI0OM, comme d’autres implantations de factorisateurs dans des lo-
giciels de calcul formel ou dans des bibliotheques C, n’utilise pas la décomposition poly-
nomiale fonctionnelle a ’exception du cas particulier, le plus fréquemment rencontré ou
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h(t) est de la forme t*. Nous avons ajouté au début du processus de factorisation la re-
cherche d’une décomposition polynomiale au prix d’un surcott de calcul. Ce surcoiut de
calcul lorsqu’aucune factorisation n’est trouvée est marginal, sans étre négligeable, devant
le cout total de la factorisation mais lorsque qu’une décomposition est trouvée sa factori-
sation fait avancer a pas de géants dans la factorisation du polynome f. Le cas le pire est
lorsque le facteur a gauche de la décomposition polynomiale est irréductible et que cette
irréductibilité n’est prouvée qu’a l'issue d’une factorisation couteuse de ce facteur gauche.
Pour éviter des calculs dont I'inutilité peut étre connue d’avance, la recherche d’une dé-
composition fonctionnelle polynomiale ainsi que son utilisation peuvent étre débrayées par
les parametres tryFunctionalDecomposition? et useFunctionalDecomposition? (voir le
paragraphe 7.3.6, page 142).

La factorisation sans facteur carré est traitée d’'une maniere analogue a la décomposition
polynomiale: la factorisation n’est entreprise que sur les parties sans facteur carré apres
qu’elles ont été déterminées et seulement sur certains d’entre eux, qui répondent a nos
criteres, en cas de factorisation partielle.

B.2 Autres exemples

Nous traitons dans ce paragraphe des exemples qui correspondent effectivement a des
résolvantes. Le but recherché en théorie de Galois effective n’est pas la factorisation com-
plete du polynéme mais la détermination de la partition de son degré en degrés de facteurs
irréductibles parmi une liste de partitions possibles.

L’information partielle dont nous disposons sur chacune des factorisations correspond a
une liste de partitions de leurs degrés extraites de matrices de partition ou de toute autre
source d’information. Nous comparons sur chaque exemple le comportement de notre facto-
risateur pour les trois stratégies suivantes:

1. la factorisation complete sans utiliser 'information (comptée en nombres d’appels a la
fonction factor!);

2. la factorisation partielle avec information : nous donnons le nombre d’appels nécessaires
pour déterminer la bonne partition du degré parmi la liste des partitions;

3. la factorisation partielle avec information et stratégie: dans ce cas nous précisons au
factorisateur quels sont les facteurs dont les degrés seront discriminants pour qu’il ne
cherche que ceux-la en priorité.

En raison du caractere probabiliste de la factorisation modulaire (ainsi que des faiblesses
d’AXIOM, voir paragraphe B.3) nous ne considérons dans ce paragraphe que I’étape de remon-
tée a la Hensel et de combinaison des facteurs modulaires pour trouver des vrais facteurs.
Nous ne comptons que les appels de factor! y ayant trait. En effet, les algorithmes que
nous avons implantés 'ont été de facon a tirer parti de toute information trouvée des qu’elle
apparait (voir, par exemple, la détection de « probables » vrais facteurs, au paragraphe 6.2.3,
ou la suppression de la liste des degrés possibles pour les facteurs les degrés qui ne peuvent
plus étre engendrés par combinaisons de facteurs déja testées, au paragraphe 5.5.3). Ils sont
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de ce fait tres dépendants de l'ordre (aléatoire) dans lequel ont été obtenus les facteurs
modulaires. Deux factorisations successives peuvent donc conduire a des exécutions tres dif-
férentes. Une tres rapide si des vrais facteurs sont détectés précocement. C’est le cas si nous
avons été « chanceux » dans l'ordre des facteurs modulaires issus de 1’étape probabiliste de
factorisation modulaire. Une plus longue si les vrais facteurs ne sont détectés que vers la fin
de I’énumération des combinaisons.

Pour comparer plusieurs factorisations a factorisation modulaire identique nous « char-
geons » le factorisateur interactif avec une factorisation modulaire fixée pour chaque exemple
dont nous donnons la liste des degrés.

Un polyndome de degré 276
Ce polynome vient de [112]. Il s’agit de la résolvante L, ,, s du polynome
f(z) = 2** — 182% + 1412?% — 6302*" + 17742%° — 33182"? + 43732'® — 46322'7

+ 48172 — 50822 + 4698z — 32982 + 19462'? — 528zt — 33021°
+4922% + 64827 — 6062° + 2342° + 1152* — 1322 + 3922 — 62 + 1

Elle se factorise en deux facteurs de degrés respectifs 12 et 264.
Les degrés des facteurs modulaires, modulo 31, sont :

36,36, 18, 18, 18, 18, 18, 18, 18, 18, 18, 18,9, 4,4,4, 2, 1]

Dans ce cas, la factorisation complete par notre factorisateur demande 33822 appels pour
les remontées et la factorisation (576 secondes).
La détermination de la partition de la résolvante entre

[12,264] et [276]
ne se fait plus qu’en 1160 appels (159 secondes) nécessaires pour trouver le facteur de degré
12.
Lorsque le factorisateur, en factorisation partielle, ne recherche que le facteur de degré
12, il détermine la partition [12,264] en seulement 126 appels (18 secondes).
Un polynome de degré 126

Ce polynome vient de [41, exemple 4, page 44]. 1l s’agit de la résolvante
El‘lI2I3$41’5+1’6$7I8$9I107f
du polynéme
flz) = 29— 928 +9272% — 225 — 272t +92° — 8z + 1

Elle se factorise en deux facteurs de degreés respectifs 36 et 90.
Les degrés des facteurs modulaires, modulo 17, sont:

[6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,3,3,3, 3]
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Dans ce cas, la factorisation complete par notre factorisateur demande 264059 appels
pour les remontées et la factorisation (764 secondes).
La détermination de la partition de la résolvante entre

(36, 90] et [126]

ne se fait plus qu’en 142375 appels (389 secondes) nécessaires pour trouver le facteur de
degré 36.

La factorisation partielle en ne recherchant que le facteur de degré 36 conduit au méme ré-
sultat. C’est logique car les degrés des facteurs modulaires, tous diviseurs de 36, ne conduisent
pas a rejeter précocement des combinaisons possibles.

B.3 Problemes posés par AXIOM

Le lecteur pourrait s’étonner de ’absence de comparaison avec les logiciels existants, ne
serait-ce que par rapport aux fonctions déja implantées en AXIOM.

Il ne s’agit pas d’'une omission involontaire. La cause en est des spécificités inattendues
du logiciel AXIOM que nous n’avons découvertes que récemment a notre corps défendant.

Leur conséquence est que la comparaison avec les fonctions AXIOM préexistantes d’un
logiciel compilé par un programmeur en AXIOM utilisant des opérations sur les listes, les
polynomes et les entiers est particulierement délicate sinon impossible. C’est le cas de notre
factorisateur.

C’est a 'occasion de la mise au point des exemples de cette these que nous avons découvert
(et signalé a NAG qui les a reconnues) certaines spécifications non documentées du logiciel
AXIOM (version 2.1).

La premiere concerne les types d’entiers en AXIOM.

AXIOM propose trois types d’entiers dans la catégorie IntegerNumberSystem :

— Integer qui implante les « vrais » entiers, c’est a dire des entiers de taille arbitraire
qui n’est limitée que par la mémoire disponible ;

— Singlelnteger qui est censé implanter les entiers aisément manipulables par les pro-
cesseurs, a savoir, typiquement, ceux compris entre —23! et 23! — 1, car ils tiennent sur
un seul « mot machine » ;

— MachineInteger dont 'utilisation n’est pas recommandée par NAG et qui ne semblent
étre utilisés que pour l'interfacage avec les bibliotheques numériques de NAG.

Avant d’aller plus loin, nous motivons I'intérét d’utiliser des mots machine.

Dans le processus de factorisation de polynomes a coefficients entiers plusieurs étapes
(la factorisation modulaire, la remontée a la Hensel) font appel a des polynémes dont les
coefficients sont plus petits qu'un certain modulo. Traditionnellement, ce modulo est choisi de
facon a ce que tous les produits d’entiers, ou les inverses par rapport au modulo, intervenant
dans les calculs sur les polynomes tiennent dans un seul mot machine. Il suffit pour cela
de choisir, quand c’est possible, et cela ’est toujours en général, un nombre dont la taille
est un peu plus petite que la moitié d’'un mot machine. Un gain important est attendu
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de cette stratégie car 1'utilisation d’opérations sur les mots machine permet de s’affranchir
totalement du mécanisme (d’origine Lisp) de manipulation d’entiers de taille arbitraire. Ce
mécanisme est plus ou moins lourd suivant I'implantation utilisée (par exemple LIP, PARI
ou GMP) mais seule la garantie de coefficients théoriquement bornés grace au modulo permet
d’utiliser pleinement la puissance du processeur et de ses registres.

Nous nous sommes particulierement intéressé a ce probleme d’utilisation des mots ma-
chine en AXIOM car ce procédé en était absent. En effet, les domaines AXIOM ne peuvent
étre compilés lorsqu’ils dépendent d’un parametre, un élément d’'un domaine, qui ne sera
connu qu’a ’exécution. En clair, les domaines PrimeField(p) qui implantent les corps finis
peuvent étre utilisés pour des valeurs fixées a ’avance lors de la compilation mais pas pour
une variable p dont la valeur est déterminée a ’exécution.

La factorisation modulaire nécessaire a la factorisation de polynomes a coefficients entiers
implantée dans le logiciel AXIOM ne fait donc pas appel aux paquetages de factorisation sur
les corps finis qui existent déja mais y substitue des fonctions factorisant modulairement des
polynomes a coefficients entiers (type Integer) modulo un entier transmis en parameétre.
Les entiers machine ne sont donc pas utilisés. Qui plus est 'implantation de ces paquetages
(en AXIOM 2.1) n’est pas particulierement optimisée. Par exemple, la division d’un polynéome
par un polynéme modulo p est d’abord effectuée dans les entiers, puis AXIOM calcule les restes
des coefficients du résultat modulo p. Cette stratégie est particulierement inefficace, lorsque
p ou les degrés augmentent, en raison d’une inutile croissance des coefficients dans les calculs
intermédiaires. Le caractere économique du modulo n’est donc pas pleinement utilisé.

Dans notre implantation d’un factorisateur nous avons utilisé des entiers machine (type
SinglelInteger) pour la représentation des coefficients des polyndémes modulaires et privilé-
gié des algorithmes comme celui de Collins et Encarnacion (voir le paragraphe 6.2, page 117),
qui déplacent un maximum de calculs sur les entiers vers les (rapides) entiers machine.

Or, lors des premiers tests en degrés élevés, c’est a dire supérieurs a 100, de notre fac-
torisateur la lenteur suspecte de la partie modulaire de la factorisation (plus de 100 fois
plus lente que Maple ou que du C++) nous a amenés a des investigations supplémentaires.
Le résultat de cet examen est que les entiers machine n’existent pas en AXIOM 2.1. Le
type SingleInteger (tout comme MachineInteger) est en fait simulé au niveau du Lisp
sous-jacent en AXIOM par des entiers de taille arbitraire. La coercition (fonction coerce) d’un
entier trop grand vers un entier machine n’est impossible qu’a cause de la présence de tests
dans la fonction de coercition qui interdisent a I’entier de dépasser 23!. Mais physiquement,
il n’en est rien.

Au-dela du fait que les temps de calculs en SingleInteger et Integer sont identiques
il est facile de le prouver: il est possible a partir de n’importe quel petit entier d’engendrer
des « entiers machine » de taille quelconque (bien au-dela de 2°?). Voila certainement la
raison pour laquelle les concepteurs d’AXI0M n’avaient pas optimisé 'implantation des calculs
modulaires: il n’y avait rien a y gagner.

NAG interrogé sur ce point a confirmé cette étrange particularité (non documentée) mais
n’a pu me fournir aucune solution pour accéder au type entier machine a partir d’AXI0M
(sauf a utiliser leur nouveau compilateur Aldor, encore en développement, qui, lui, fournit
cet acces aux entiers machine).

En conclusion de ce premier point, il n’y a donc pas de différence d’implantation (ni
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d’efficacité) entre les types Integer et SingleInteger et pas d’autre possibilité d’acces aux
entiers machine en AXIOM 2.1.

La deuxieme spécification non documentée d’AXI0OM que nous avons découverte concerne
la compilation.

La division de polynémes modulaires est utilisée de facon intensive aussi bien lors de
la factorisation modulaire, lors des remontées a la Hensel que lors des combinaisons des
facteurs modulaires. Dans le but d’avoir cette division de polynémes modulaires plus efficace
que celle déja présente en AXIOM, évoquée ci-dessus, nous en avons programmeé une version
qui maintient les coefficients dans la taille d’'un mot machine (sans répéter des modulos a
chaque calcul). Or celle-ci n’a commencé a dépasser en efficacité la fonction d’AXI0M que pour
des modulos déja assez conséquents. Elle était par contre plus lente pour les petits modulos.
A nouveau nous avons recherché la cause de cette inefficacité mystérieuse. Nous avons par
exemple recopié ligne a ligne la fonction d’AXIOM en y ajoutant seulement les modulos bien
placés : la fonction nouvellement compilée est plus de deux fois plus lente. En fait sans ajouter
aucun modulo et en la recopiant par un copier-coller a partir du code source disponible, la
fonction AXIOM recompilée par 'utilisateur est deux fois plus lente que son original.

Ce phénomene, qui ne se produit que pour pour certaines fonctions vient a nouveau
de spécifications non documentées d’AXI0M. Ce comportement est apparu avec la version 2.1
d’AXIO0M pour laquelle le Lisp sous-jacent a été changé. Alors que dans les versions antérieures
le code d’AXIOM était compilé en code natif de la machine, donc dépendant de ’architecture
utilisée, depuis la version 2.1, le code est désormais compilé en « byte code », code mi-
compilé mi-exécuté qui a I’avantage d’étre indépendant de 1’architecture sur laquelle AXIOM
est utilisé. Ce gain en portabilité d’AXIOM s’est fait au prix d’une légere baisse d’efficacité
(lorsqu’AXIOM 2.1 a été distribué, tous les programmeurs en AXIOM ont remarqué que le
nouveau code compilé était environ deux fois plus lent). Cependant, NAG a sélectionné
(sélection non rendue publique dans AXIOM 2.1) certaines opérations critiques comme le
pged, certaines opérations sur les listes ou I"acces aux coefficients ainsi que... la division des
polynomes. Ces opérations spécifiquement choisies sont en fait, elles, toujours compilées en
code natif et incorporées au « noyau » d’AXI0M spécifique a chaque architecture. La différence
d’efficacité entre la fonction ainsi compilée et sa copie recompilée (pour peu que son nom
ait été modifié pour désactiver le phénomene) vient donc de ce que 'une I’a été en code
natif directement exécutable et 'autre en « byte code » dont I’exécution est environ deux
fois plus lente. NAG contacté a confirmé toutes ces affirmations et a apporté les précisions
suivantes: il n’est pas possible a 'utilisateur d’ajouter des fonctions a la liste des fonctions
spécifiquement sélectionnées pour étre compilées en code natif au lieu de byte code, seul NAG
a le pouvoir de les choisir, et il n’est pas possible de débrayer le mécanisme sauf a changer
de nom toutes les fonctions concernées. Cette derniere solution équivaudrait a recompiler
quasiment tout AXIOM en « byte code ». Il y a 233 fonctions concernées dans la liste rendue
publique, & notre demande, par NAG dans la version 2.2 d’AXIOM (mars 1999). Nous n’avons
pas méme cherché a entreprendre cette tache de recompilation, car si c’est pour obtenir un
clone d’AXIOM plus que deux fois plus lent alors que nos tests poussent déja AXIOM et notre
patience a leurs limites...

En conclusion de ce deuxieme point, il n’est quasiment pas possible de comparer en
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efficacité un algorithme AXIOM avec sa version modifiée par 1'utilisateur si la fonction qui
I'implante appartient a la liste des fonctions clefs car dans ce cas ils ne seront pas compilés
par le compilateur AXIOM de la méme facon.

Le troisieme point m’a été révélé par R. Rioboo (LIP6) et est mineur par rapport aux
précédents mais il n’aide pas le programmeur AXIOM a se faire une bonne idée du fonc-
tionnement de ses programmes: le temps affiché par AXIOM 2.1 est tout simplement faux.
Précisément, il se compose en quatre types de temps qui sont sommés pour donner le temps
total d’exécution d’une fonction:

— IN: INput time, temps d’initialisation de la fonction

OT: OuTput time, temps de I'affichage du résultat;

EV: EValuation time, temps d’évaluation de la fonction;

GC: Garbage Collection, temps passé dans le ramasse-miettes.

Les temps IN et OT sont en général négligeables devant EV et GC. Le probleme vient de ce
que le temps GC est déja compté dans le temps EV. Le calcul IN+ OT + EV + GC effectué
par AXIOM est faux. Le temps total correspond simplement a IN + OT + EV alors que le
temps passé a I’évaluation hors GC est égal a EV — GC.

B.4 Conclusions provisoires et perspectives

Les lecons que nous tirons de notre expérience en AXIOM sont les suivantes. Le systeme de
typage d’AXIOM a certainement largement contribué a la faisabilité du projet et AXIOM avait
été choisi dans un but de prototypage des algorithmes pouvant évoluer vers des exécutables
rapides grace au nouveau compilateur Aldor. Cependant, les spécificités non-documentées
d’AXIOM nuisent a l'exploitation des résultats obtenus ainsi qu’aux possibilités de compa-
raison avec les autres logiciels existants. En fait AXIOM n’avait lui méme été retenu que
par défaut devant l'indisponibilité d’Aldor qui devait, lui, jouir de toutes les propriétés
adéquates (acces aux entiers machine, compilations en C) a I’exception, rédhibitoire, d’une
bibliotheque mathématique suffisamment développée a 1’époque ou nous avons produit du
code (en 1997-1998). Actuellement (1999), Aldor commence seulement a fournir une biblio-
theque de programme plus complete, BasicMath, dont sont, pour le moment, absentes les
fonctions de factorisation.

Finalement, notre implantation en AXIOM, bien que montrant 'intérét de nos méthodes
dans certains cas, ne nous permet pas d’évaluer pleinement leur apport pratique. Nous avons
notamment, dans cette annexe, fait I'impasse sur la partie modulaire des calculs. Pour ex-
ploiter de maniere vraiment efficace les résultats de notre travail de prototypage sur les
algorithmes de factorisation, une autre implantation, dans un autre langage qu’AXI0OM, plus
pres de 'architecture des machines sera indispensable dans le futur.
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COMPUTATION AND INTERACTIVE FACTORIZATION
OF LAGRANGE RESOLVENTS
IN COMPUTATIONAL (GALOIS THEORY

Computational Galois theory aims at determination, up to conjugation, of the Galois
group of a polynomial f.

This computation may be performed from the factorization of polynomials, depending on
the polynomial f, which have same coefficient field as the polynomial f: Lagrange resolvents.

Degrees of factors of well chosen resolvents and properties of their Galois groups ensure to
always determine Galois group of polynomial f among all possible groups. They are known
from the classification of sub-groups of the symmetric group which has been performed,
currently, up to order 31.

Efficient computation of interesting Lagrange resolvents and factorization of these resol-
vents are key points in determination of Galois group by resolvents.

The methods for computing Lagrange resolvents which are based on elimination (resul-
tant) generate parasitic factors and powers.

Group theory gives some information on possible degrees of factors of resolvents as they
are not random.

Our work improves two methods for symbolic computation of resolvents which are based
on resultant and remove parasitic factors and degrees.

We also show how to adapt polynomial factorization algorithms in order to take into
account information known in advance on resolvents.

Factorization being for us a tool more than a goal, we introduce the concept of interactive
factorization in order to make quickly available any new information on factorization found
along the factorization process.

This concept is not specific to resolvent factorization in computational Galois theory.
It may be used for any problem of factorization for which is required less than a complete
factorization.



CALCUL ET FACTORISATION INTERACTIVE
DE RESOLVANTES DE LAGRANGE
EN THEORIE DE GALOIS EFFECTIVE

La théorie de Galois effective cherche a déterminer, a conjugaison pres, le groupe de
Galois d’un polynome f.

Cette recherche peut se faire a partir de la factorisation de polynémes déduits du poly-
nome f, les résolvantes de Lagrange, qui ont méme corps des coefficients que le polynéme
f.

Les degrés des facteurs de résolvantes bien choisies, ainsi que les propriétés des groupes de
Galois de ces facteurs, permettent de toujours déterminer le groupe de Galois du polynome f
parmi les groupes possibles. Ils sont connus par une classification des sous-groupes du groupe
symétrique qui, a ce jour, a été effectuée jusqu’a l’ordre 31.

Le calcul efficace de résolvantes de Lagrange intéressantes et la factorisation de ces résol-
vantes constituent les points clefs de la recherche du groupe de Galois par les résolvantes.

Les méthodes de calcul de résolvantes de Lagrange par I’élimination (le résultant) en-
gendrent des facteurs et des puissances parasites.

La théorie des groupes fournit des informations sur les degrés possibles, qui ne sont donc
pas quelconques, des facteurs des résolvantes.

Notre travail améliore deux méthodes de calcul symbolique des résolvantes, basées sur le
résultant, qui suppriment facteurs et puissances parasites.

Nous montrons aussi comment adapter les algorithmes de la factorisation des polynomes
pour utiliser les informations connues a priori sur les résolvantes.

La factorisation étant pour nous un moyen et non un but, nous introduisons le concept de
factorisation interactive pour rendre immédiatement accessibles les nouvelles informations
sur la factorisation des résolvantes trouvées au cours du processus de factorisation.

Ce concept n’est pas spécifique a la factorisation de résolvantes en théorie de Galois
effective. Il peut étre utilisé pour toute factorisation de polyndémes lorsque l'information
cherchée ne demande pas forcément une factorisation complete.



