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Introduction générale

Depuis le développement des mathématiques effectives, la théorie des invariants connait
un nouvel élan. L’avénement de I'ordinateur nous donne en effet, la possibilité de repousser
les limites de ce qui est réellement calculable. Parmi les problémes concrets a résoudre en
théorie des invariants figurent :

- La mise au point d’algorithmes efficaces pour le calcul d’invariants de groupes,
- L’étude des invariants classiques.

Les deux premiéres parties de cette thése suivent respectivement ces axes. Nous nous
sommes intéressés a la théorie des invariants comme outil de la théorie de Galois. La
troisiéme partie de cette thése traite d'une méthode hybride de calcul du groupe de Galois
et du corps de décomposition d’un polynéme a une variable.

*

La premiére partie de ce document concerne la théorie des invariants moderne et propose
de calculer des polynoémes invariants primitifs de groupes. Ce sont des polyndémes a plu-
sieurs variables qui caractérisent a eux seuls les groupes finis.

Les travaux de E. Luther [54], A. Cayley [16], E.H. Berwick [10], H.O. Foulkes [27| per-
mettent de déterminer des invariants primitifs associés a des groupes particuliers. La
méthode naturelle pour le calcul d’un invariant primitif d’un groupe de permutations H
consiste a sommer les monémes de 'orbite de zoz3...2" ! sous l'action de H. Le degré
de I'invariant ainsi calculé est @ Dans la perspective actuelle d’automatisation, il est
nécessaire d’établir des algorithmes généraux efficaces de calcul d’invariants primitifs de

degrés raisonnables (< @) et en particulier ceux relatifs & des sous-groupes de S,,.

Nous introduisons dans le chapitre 1 une méthode de calcul de tous les invariants pri-
mitifs réduits ainsi qu’une implémentation d’'un module informatique en GAP appelé
« PrimitiveInvariant ».

Nous utilisons pour cette nouvelle méthode la représentation des polyndomes en listes de
partitions d’entiers donnée par C. Jordan dans [43]. Cette représentation des polynomes a
permis a K. Girstmair [33| d’exhiber une technique de calcul d’invariants primitifs absolus
de degré minimal et ceci pour tout groupe de permutations. Les deux premiéres sections
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Introduction générale

du chapitre 1 mettent en place les notations et les outils nécessaires a la généralisation
de la méthode de Girstmair au calcul d’invariants primitifs relatifs ou absolues de degrés
inférieurs a @ Nous prouvons dans la troisiéme section du chapitre qu’un invariant
primitif relatif est équivalent a un ensemble essentiel formé de listes d’entiers. C’est aussi
I'utilisation des ensembles essentiels qui permet de calculer tous les invariants primitifs
réduits. La quatriéme section présente les algorithmes utilisés dans le calcul des invariants
primitifs relatifs et en particulier ceux de degré minimal. La derniére section présente la
représentation de données utilisée dans le module « PrimitiveInvariant » qui reprends

les algorithmes de ce chapitre.

Le chapitre 2 rappelle une approche moins combinatoire et plus classique initiée par D.
Hilbert [39] qui décrit un algorithme de calcul d’un systéme de générateurs d’anneaux
d’invariants [69]: nous rappelons la principale méthode utilisée pour exprimer des inva-
riants primitifs en fonction des générateurs de la base de I’anneau des invariants (voir par
exemple les travaux de A. Colin [19]).

Nous reprenons dans la premiére section les principaux résultats utilisés dans le module
informatique « invar » développé par G. Kemper [44] en MAGMA. Ce module détermine
des invariants fondamentauz (i.e. invariants primaires et secondaires) qui générent tous
les autres invariants. Nous présentons ensuite la méthode classique de calcul des invariants
primitifs relatifs ou absolus a partir des invariants primaires et secondaires. Nous réalisons
dans la deuxiéme section une comparaison entre les modules « PrimitiveInvariant »
et « invar » pour le calcul des invariants primitifs. Cette comparaison met en évidence
le fait que le module « PrimitiveInvariant » est plus performant pour le calcul des
invariants primitifs relatifs que « invar » ; de plus, les invariants obtenues par ce dernier
sont souvent de degré élevé.

La deuxiéme partie de ce document étudie une méthode de calcul de résolvantes par la
théorie des invariants classiques. Nous décrivons ainsi les invariants classiques et le pas-
sage vers la théorie moderne des invariants a I’aide d’algorithmes.

C’est grace a un exemple donné par Boole il y a 150 ans que la théorie des invariants a
vu le jour: le but étant de caractériser toutes les propriétés classiques et géométriques des
formes binaires f(z,y) = Y ,_, C¥ aj, ¥ y"* invariantes par des transformations linéaires
des variables x et y. Ainsi, pour n = 2 et f(z,1) = ax? + 2a,x + ay, Boole a noté que
le discriminant a? — agay est un invariant classique de formes binaires de degré 2 sous
I’action de la translation x — x + ¢ oul ¢ est une constante quelconque. Un autre exemple
est donné par le résultant R(fi, f2) qui peut aussi étre considéré comme un invariant
classique associé a deux formes binaires f; et fo. Il caractérise les formes f; et fo par la
propriété suivante: R(f1, f2) = 0 si et seulement si f; et fo ont des racines communes.

Des mathématiciens trés célébres ont effectué des calculs d’invariants classiques de formes
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binaires comme par exemple J.J. Sylvester [70], P. Gordan [35], W.F. Meyer [56] et P.A.
MacMahon [55]. Mais les notations utilisées restaient archaiques et méme s’ils avaient
des présomptions de preuves, les mathématiciens, comme A. Cayley [17] par exemple,
n’avaient pas les moyens de les exprimer. Plusieurs aspects de la théorie des invariants ne
sont pas expliqués de facon précise et suffisamment abstraite dans la littérature et c’est
seulement & partir des travaux de D. Hilbert (voir [40]) que naquit la théorie modernes
des invariants a ’aide d’un nouveau langage. L’idée est de déterminer un nombre fini d’in-
variants qui caractérisent tous les autres. A. Young [83], E. Study [68] et d’autres encore
ont continué a travailler sur les invariants et a développer la théorie qui est devenue a
la fois une branche classique et moderne des mathématiques. Au cours du 20€siécle, plu-
sieurs algorithmes de calculs d’invariants classiques ont été abandonnés, tandis que des
progreés ont été fait en Algébre. Le développement de la combinatoire et la modernisation
de l’algébre ont permis a la théorie des invariants modernes de se développer.

Le chapitre 3 présente un algorithme de calcul des invariants classiques de degrés et poids
fixés, qui a donné lieu a une implémentation informatique. Cet algorithme permet égale-
ment de déterminer un systeme complet d’invariants classiques irréductibles.

La premiére section définit la notion de semi-invariants et de covariants (c’est la forme
générale des invariants classiques). Nous présentons ensuite un algorithme de calcul des
invariants classiques qui se base sur la relation entre les invariants classiques et deux
opérateurs différentiels particuliers. Nous réalisons dans cette méme section une preuve
de cette propriété théorique des invariants classiques. Nous étudions dans la deuxiéme
section le lien entre les invariants classiques et modernes d'un point de vue de la théo-
rie des groupes. Pour cela, nous décrivons les notations symboliques |[47] qui permettent
d’exprimer les invariants classiques en fonction de polyndomes-différences symétrisés. Ces
résultats nous font remarquer par exemple, qu'un invariant classique de degré d a un poids
égal a %nd.

Le chapitre 4 automatise la méthode de Berwick pour le calcul de résolvantes en fonction
d’invariants classiques et montre qu’il existe suffisamment d’invariants primitifs dont les
résolvantes associées aient des coefficients invariants algébriques.

La résolvante est un polynome & une variable résultant d’une transformation (par des
invariants) sur les racines du polynéme f(z,1) et ¢’est un outil indispensable en théorie
de Galois. De nombreux algorithmes furent développés depuis ceux de J.L. Lagrange [49]:
R.P. Stauduhar [66] par des méthodes numériques, B. Soicher et J. McKay ont réalisés
des calculs de résolvantes d’invariants linéaires avec des résultants (voir [63], [62] et [64]),
A. Valibouze a mis au point un algorithme qui se base sur les polynémes symétriques ou
les résultants, etc... Mais bien avant eux, A. Cayley et E.H. Berwick calculaient des résol-
vantes en se basant sur des invariants primitifs classiques dits polyndomes-différences: les
coefficients des résolvantes associées sont des invariants classiques. Nous montrons com-
ment calculer ces résolvantes particuliéres et nous présentons de maniére algorithmique
la méthode de Berwick pour la détermination des résolvantes de Lagrange. La section
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Introduction générale

4.1 rappelle les principaux résultats en théorie de Galois et définit les résolvantes. Nous
présentons dans la section 4.2 quelques propriétés des coefficients des résolvantes. La sec-
tion 4.3 présente 'automatisation de la méthode de Berwick, I'avantage de cette méthode
est qu’elle permet d’étudier en profondeur les invariants classiques et leur importance en
théorie de Galois: le calcul des résolvantes et leur factorisation étant un outil servant a
déterminer le groupe de Galois d’'un polyndéme a une variable.

*

La troisiéme partie de ce document porte sur le groupe de Galois d’un polynome et 1’idéal
des relations associé. Nous présentons une méthode nouvelle de calcul du groupe de Ga-
lois d’un polynome qui utilise des méthodes d’algébre linéaire en considérant le groupe de
(Galois comme un sous-groupe d’un groupe linéaire.

Jusqu’au 19¢siécle, différentes méthodes coexistaient pour exprimer les racines du po-
lynome f en fonction de ses coefficients grace a des fonctions simples (les opérations
classiques classiques: addition, multiplication, soustraction, division) auxquelles les grecs
ont rajouté l'extraction de racines. Ils connaissaient déja des cas particuliers de la résolu-
tion de I'équation du second degré ay,z? + 2a12 + ag = 0 par z = é(—al + \/a? — azag).
De semblables formules avaient été trouvées pour les équations du troisiéme et quatriéme
degré par G. Cardan et un de ses disciples Ferrari [15]. C’est ce qui est communément
appelé la résolution par radicauz. Les échecs répétés pour parvenir a une telle résolution
dans le cas de I’équation du cinquiéme degré amenérent E. Galois a introduire la notion de
groupe de ’équation ou groupe de Galois. En effet, inspiré par les travaux de Lagrange, E.
Galois a étudié une résolvante particuliére (la résolvante de Galois) et a donné un critére
qui indique le cas ot un polyndéme est résoluble par radicaux. Les travaux de J.M Ar-
naudiés et A. Valibouze [75] ont permis d’aboutir & une méthode déterministe de calcul
du groupe de Galois, mais aussi [81], [62], [24] voir aussi [42|. L’intérét de la méthode
introduite dans le chapitre 5 est qu’elle combine deux approches différentes de la théorie
de Galois. Elle étudie les relations entre les racines de f d’une part (les idéauz de Galois)
et des équations qui caractérisent le groupe de Galois d’autre part (le systéme de Hacque).

Le chapitre 5 porte sur l'idéal des relations associé a une équation f(z,1). Cet idéal
permet d’effectuer les calculs classiques dans le corps de décomposition de f(x,1) sans
calculer explicitement ses racines (méme lorsque le groupe de Galois n’est pas résoluble).
Nous présentons ensuite les idéauzr de Galois récemment introduits (voir [76]). Ils sont
construits par inclusion grace a la méthode GI et 1'idéal de Galois contenant tous les
autres est égal a I'idéal des relations de f. Nous présentons dans la section 5.3 la méthode
GI-complete qui détermine I’idéal des relations de f et le groupe de Galois associé. Pour
cela, nous avons implanté un algorithme qui calcule le groupe de Galois de f a partir
des générateurs de 'idéal des relations entre les racines de f. La section 5.4 propose une
méthode hybride appelée la méthode de Hacque effective qui est une méthode classique
de calcul du groupe de Galois d'un polynome irréductible f. Elle caractérise le groupe de
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Galois en tant que sous-groupe du groupe classique linéaire GL,,(k) grace & un systéme
d’équations. Cette méthode utilise les premiéres étapes de la méthode GIl-compléte avec
la méthode de Hacque de la section 5.2.2 et nous obtenons ainsi une nouvelle approche
effective de calcul du groupe de Galois. Nous concluons ce chapitre par la comparaison
entre la méthode de Hacque effective et la méthode GI-compléte.

*

Parce que chaque systéme de calcul formel a sa particularité, nous utilisons divers logiciel
pour effectuer des calculs: GAP est utilisée pour des manipulation des groupes, MAPLE
ou ALDOR pour les polyndomes, etc ...

Nous donnons en annexe A, le code du module « PrimitiveInvariant » en GAP qui
reprend les algorithmes du chapitre 1. Nous présentons en annexe B des tables d’invariants
primitifs relatifs ou absolus de degrés minimaux pour des sous-groupes du groupe de
permutations Sy déterminés par « PrimitiveInvariant », ainsi que leur temps de calcul.
Nous réalisons dans ’annexe C quelques exemples d’invariants classiques et de semi-
invariants célébres calculés par la méthode du chapitre 3. Nous proposons ensuite les codes
des différents algorithmes qui interviennent dans la deuxiéme partie de ce document.
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Premiére partie

La Théorie des Invariants






Chapitre 1

Invariants primitifs

Sommaire

1.1 Définitions et Notations . ... ... ... ... ....... 4
1.2 Résultats effectifs pour calculer des Invariants Primitifs . 6
1.3 Ensembles Essentiels et Invariants primitifs . ... .. .. 7
1.4 Algorithmes de calculs des Ensembles Essentiels . . . .. 10
1.4.1 Systeéme de Représentants et Ensembles Essentiels . . . . . 10
1.4.2 Invariants Primitifs de Degré Minimum . . . . . . ... .. 11
1.4.3 Remarques sur le calcul de tous les invariants primitifs . . 13

1.4.4 Algorithme de calcul des invariants primitifs de degrés <
M 13
1.5 Partitions de monémes et Invariants primitifs . . ... .. 14
1.5.1 Partitions . . . . . . . ... 15
1.5.2 Représentation des données . . . . . . .. ... ... .... 15
1.5.3 Calcul de tous les Invariants Primitifs avec des partitions . 16
1.6 Exemples d’applications . .. ... ... ........... 17
1.6.1 Exemples d’utilisation . . . . . . ... .. ... .. ... .. 17
1.6.2 Cout de l'algorithme Girstmair-Jordan. . . . . . .. ... 18
1.7 Conclusion . .. ... .. ..ttt 19

La synthése des résultats de ce chapitre a été publié dans [3| et les invariants auxquels
nous faisons référence sont des invariants dits primitifs: un invariant primitif d’un groupe
de permutations est un polynome qui a lui seul, permet d’identifier ce groupe. Nous intro-
duisons dans ce chapitre, un nouvel outil de calcul de tous les invariants primitifs relatifs
et absolus de groupes finis. Nous introduisons dans la premiére section quelques notation
et définitions nécessaires a la compréhension des résultats donnés dans la section 1.2. Nous
définissons dans la section 1.3 les ensembles essentiels et nous montrons le lien entre ces
ensembles et les invariants primitifs. L’algorithme 1.4.3 nous donne des invariants diffé-
rents et de degré minimum qui sont utilisés essentiellement pour la résolution d’équations
polynomiales et les calculs de résolvantes dans la théorie de Galois (voir [74] et [59]).
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Chapitre 1. Invariants primitifs

Nous avons mis au point I'algorithme de Girstmair-Jordan qui, grace a la représentation
de données utilisée, calcule tous les polyndmes invariants primitifs (relatifs ou absolus) a
coefficients distincts de groupes finis. Enfin, dans la section 1.5, nous donnons les outils
utilisés dans 'implantation en GAP des algorithmes de la section 1.4.

1.1 Définitions et Notations

Dans toute la suite, k désigne un corps commutatif de caractéristique nulle et, pour les n
indéterminées xy,...,x, algébriquement indépendantes sur k, k[z1,...,x,] 'anneau des
polynomes en ces variables et & coefficients dans k.

Le groupe symétrique de degré n, noté S,, agit sur k[zy,...,x,] de facon naturelle par:
Sn X k[xy,... 2] — klxy, ..., 2]
(o0, P) = 0.P(xy,...,20) = P(Toq), - Tom))

Soient L un sous-groupe de S, et P un polynome de k[zq,...,z,]. Le stabilisateur de P

sous l'action de L est défini par: Stab,(P)= {0 € L | 0.P = P} = LN Stabg, (P).

Le stabilisateur d’une partie U de k[xy, ..., x,]| sous U'action de L est
Stab,(U)={oc€e L | YVPeU, o.PeU}

Soit H un sous-groupe de L tel que H C L, notons e = [L : H| 'indice de H dans L.
L’orbite du polynéme P sous l'action de H appelé aussi la H-orbite de P est définie par

H.P=O0rby(P)={0o.P | 0 € H}
Définition 1.1.1. Un polynome P € k[zy,...,x,] est un H-invariant si H C Stabg, (P).
Définition 1.1.2. Un polynoéme P € klzy, ..., x,] est dit H-invariant L-primitif si
Stabr,(P) = H

Si L = S, alors P est appelé H-invariant primitif (absolu).

Soit L' un groupe contenant H et contenu dans L. Si P est un H-invariant L-primitif
alors, d’aprés la définition 1.1.2, P est également un H-invariant L'-primitif.

Un polynéme P est dit H-invariant L-primitif de degré minimum si le degré de tout

polynéme H-invariant L-primitif est supérieur ou égal au degré de P. Parmi tous les
H-invariants L-primitifs de degré minimum et & coefficient dans k, un polyndéme dont le
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nombre de monomes est minimum est appelé un H-invariant L-primitif minimum.

Ezemple 1.1.3. Notons A, le groupe alterné de degré n. Le déterminant de Vandermonde :

On = H1§i<j§n(xi - 5)

est un A,-invariant primitif absolu. Nous montrerons plus loin que d,, est un A, -invariant
primitif minimum.

Notation 1.1.4. Soient o04,...,0, des permutations de S, alors < oy,...,0, > désigne
le sous-groupe de S, engendré par les permutations oy, ..., 0.

Ezemple 1.1.5. Soient n = 4, H; =< (3,4),(1,2)(3,4),(1,3)(2,4) > un sous-groupe de
Sy et Hy =< (1,2)(3,4), (1, 3)(2,4) > un sous-groupe de H;. Les polynomes suivants sont
des polynomes Hs-invariants Hi-primitifs de degré minimum :

ToXs + T123 et ToX3 + T1T4

Un polynéome Hy-invariant H;-primitif de degré —n(n;l)

=6 est égal a:
2.3 2.3 2.3 2.3
a(roxsry + mTixy + Tax]Ty + T3T577) :

ou a est un élément non nul de k.

Notons {7y, ..., 7.} une transversale a gauche de L modulo H, (e étant I'indice de H dans
L). Les classes a gauche de L modulo H sont 7 H,...,7.H.

Remarque 1.1.6. Un polyndéme P est un H-invariant L-primitif, lorsque pour tout o € H,
0.P = P et pour tout ¢ # j, 7;.P # 7;.P. Le nombre de conjugués de P sous l'action des
7; est égal a 'indice de H dans L c’est a dire e.

Définition 1.1.7. Un mondme de k[zy,...,z,] est de la forme 7' ...z!" ou les r; sont

des entiers positifs ou nuls. Soit ) un monéme de k[xy, ..., z,]|, nous notons

Nu(@Q) = Z Ql

Q' €0orby (Q)

Le polynome Ny (Q) est appelé Trace réduite de Q) par H.

Définition 1.1.8. Soit U un ensemble fini de monémes de k[xy, ..., x,]. Le (L,H )-groupe
de U, noté Hy(U), est défini par:

H(U) = (), Stab(Nu(Q))
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Définition 1.1.9. Soit U un ensemble fini de monomes de k[z1, ..., z,]| dont les H-orbites
sont deux a deux distinctes. Une U-fonction élémentaire est un polynome Py donné par
la formule suivante :

Py =) agNu(Q)

QeU

ou les ag sont des éléments de £ non nuls et deux a deux distincts.

Ezemple 1.1.10. Soient U = {x129,m923} et H =< (1,4) > un sous-groupe de S,. La
famille des U-fonctions élémentaires est donnée par Py = a(x129 + x224) + b(x2x3) avec
a # b deux éléments non nuls de k.

Définition 1.1.11. Le degré d’un ensemble U de mondmes de k[xq,. .., x,] est par défi-
nition égal au maximum des degrés des monomes dans U.

1.2 Reésultats effectifs pour calculer des Invariants Pri-
mitifs

Le théoréme et le corollaire suivants ont été énoncés dans [33], dans le cas ou L = S,,.
Nous présentons dans cette section une généralisation pour tout groupe L de S,,.

Théoréme 1.2.1. Soit U un ensemble fini de mondémes appartenant & klxy, ..., x,| dont
les H-orbites sont deux o deux distinctes. Toute U-fonction élémentaire Py est un poly-
nome Hp(U)-invariant L-primitif.

Preuve. Montrons qu’un polynéme Py = 3,y ag Nu(Q) (ot ag € k sont non nuls
et deux a deux distincts) est un Hp(U)-invariant L-primitif. D’aprés la définition 1.1.8

du (L,H)-groupe Hp(U) et la définition 1.1.2 des H-invariants L-primitifs, ceci revient a
montrer que:

Staby, (ZQGU ag NH(Q)) = ﬂQEUStabL(NH(Q))

Soit o un élément du groupe Staby,(Py), alors 0. Py = Py, soit :

Py = N
0.Py ZQ o %@ Nu(Q)
Puisque les ag sont deux a deux distincts et que les traces réduites des éléments de U

sont deux a deux distinctes, nous avons: 0.Ng(Q) = Ng(Q) pour tout Q € U et donc
o € Stab;,(Ny(Q)) pour tout @ € U. D’ou:

o€ ﬂ ,Staby (Ni(Q))
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Réciproquement, si o € ﬂQeUStabL(NH(Q)) alors pour tout () € U nous avons:
o € Stabr,(Ny(Q))
et donc o € Stabr, (Yo ag Nu(Q)). O

Remarque 1.2.2. En d’autres termes, le (L,H )-groupe H;(U) est le stabilisateur de chaque
U-fonction élémentaire Py : Staby,(Py) = Hy(U).

Définition 1.2.3. Si H,(U) = H, alors U est appelé ensemble essentiel pour (L,H ).

Corollaire 1.2.4. Soit U un ensemble fini de mondémes. Si U est un ensemble essentiel
pour (L,H ) alors chaque U-fonction élémentaire est un H-invariant L-primitif.

Proposition 1.2.5. Si U est un ensemble essentiel pour (L,H ), alors tout ensemble V
contenant U est un ensemble essentiel pour (L,H ).

Preuve. U C V. = Hp(V) C HL(U), d’autre part, H,(U) = H et H C H(V), d’ou
Vegalité Hy (V) = H. O

Définition 1.2.6. Soit U un ensemble essentiel pour (L,H). Une U-fonction primitive
est un polynome P = >, aq Nu(Q) ot les ag sont des éléments de k non nuls et ot
StabL (P) = H.

Remarque 1.2.7. Si U est un ensemble essentiel pour (L,H) alors chaque U-fonction élé-
mentaire est une U-fonction primitive dont les coefficients sont deux a deux distincts.
Nous avons montré que toute U-fonction élémentaire ou U est un ensemble essentiel pour
(L,H), est un H-invariant L-primitif a coefficients distincts. Il reste & montrer que tout
H-invariant L-primitif est égal a une U-fonction primitive ot U est un ensemble essentiel
pour (L,H). Ainsi, nous calculerons & I'aide d’ensembles essentiels pour (L,H) tous les
H-invariants L-primitifs.

1.3 Ensembles Essentiels et Invariants primitifs

Proposition 1.3.1. Soit Q un monome de k[xy, ..., xz,|. La trace réduite de Q par H est
un polynome H-invariant.

Preuve. D’aprés la définition 1.1.7 de la trace réduite, pour toute transversale a gauche
T de H modulo Staby(Q), la trace réduite de @ est Ng(Q) = > .7 7.Q.

Fixons une telle transversale T" et soit ¢ € H. Alors o1 est une autre transversale a
gauche de H modulo Staby(Q), d’ou (puisque 'application 7 +— o7 est une bijection de
T sur oT):

o.Ny(Q) = ZO’.(T.Q) = Z(O’T).Q = Z 7.Q = Nu(Q) : (1.1)

TeT TeT 7' eoT

La trace réduite de @) est donc un H-invariant. O
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Définition 1.3.2. Soit ) un mondme de k[xy, ..., z,]|. Tout monome Q' de Orby(Q) est
dit représentant de Ny (Q). Le monome Q' est aussi appelé représentant de la H-orbite

de Q.

Ici, le corps k est un corps commutatif, de caractéristique quelconque et pas nécessaire-
ment algébriquement clos.

L’action naturelle de S,, sur k[z1, ..., x,] est une action par automorphisme de k-algébres
graduées (la graduation considérée est la graduation canonique définie par le degré: pour
tout m € N, la composante homogéne de degré m de k[zy,...,z,] est donc le k-espace
vectoriel H,,, = k[z1,...,2,],, des polynomes homogeénes de degré m). Nous en déduisons
immeédiatement qu’un polynéme P € k[xy,...,z,] est H-invariant si et seulement si cha-
cune de ses parties homogeénes 1’est.

Pour tout m € N, notons Mon,, (1, ..., x,) 'ensemble des monomes de degré m : il est fini
de cardinal C7, |, et H-stable, donc réunion de H-orbites. C’est une base du k-espace
vectoriel H,,. Notons ,,, une partie de Mon,,(z1,...,z,) rencontrant chaque H-orbite w
de Mon,,(z1, ..., x,) suivant un singleton, qu’on notera {Q,}. Il est clair que 1’ensemble
R des éléments de H,, qui sont H-invariants est un sous-k-espace vectoriel de H,,,.
L’ensemble R¥ de tous les éléments de k[x, ..., T,] qui sont H-invariants est une sous-
k-algébre graduée de k[x1,...,x,], dont les composants homogénes sont les RY pour m
décrivant N. Nous avons donc:

Ry = @meNRg . (1.2)

Proposition 1.3.3. Soit m € N. Avec les notations et hypothéses ci-dessus, une base du

k-espace vectoriel R est la famille (N (Qu)),cq, -

Preuve. D’apreés la proposition 1.3.1, nous avons Ny (Qy) € Ry, pour tout w € €y,.
Montrons d’abord que la famille (Ng(Q.)) est k-linéairement indépendante. Pour

WENm,
tout w € Uy, les définitions montrent que Ny (Qu) = D e, Q. Comme la famille (w),cq,,
est une partition de Mon,,(xy,...,x,), la k-indépendance linéaire voulue en découle im-
médiatement.

Montrons enfin que la famille (N (Q,)),cq, engendre le k-espace vectoriel R]I. Pour
tout o € H, nous avons (puisque l'application M +— o.M est une permutation de

Mon,, (z1,...,%y,)):

P=oP = > (M) = oo X M

MeVony, (z1,...,Tn) MeVony, (z1,...,Tn)

d’ott A\,-1y = Ay pour tout M € Mony,(z1,...,x,). La fonction M — Ay est donc
constante sur chaque H-orbite w € €,;; notant ¢, la valeur de cette constante, nous
avons donc, par regroupements de termes:

P=>Y c(d M=) cNy(Q,) (1.3)

Ce qui achéve la démonstration. O
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En tenant compte de (1.2), nous déduisons de la proposition 1.3.3:

Corollaire 1.3.4. Pour tout m € N, soit Q,,, une partie de Mon,,(x1, ..., z,) rencontrant
chaque H-orbite w de Mon,,(x1, ..., z,) suivant un singleton {Q,}.
La famille (Qu), <O €stune base du k-espace vectoriel RT,

me m

Chaque H-orbite pouvant étre représentée par un de ses monomes, I’ensemble de ces repré-
sentant forme un systéme de représentants des orbites de H noté S = {Q, | w € UpenSn.
Dans ce qui suit, nous fixons S un systéme de représentants des orbites de H.

Théoréme 1.3.5. Soit P € klzy,...,x,] un H-invariant L-primitif & coefficient dis-
tincts. Il existe un unique sous-ensemble U de S tel que P soit une U-fonction primitive.

Preuve. Soit P un H-invariant L-primitif. D’aprés la proposition 1.3.3, P s’écrit sous la
forme P = Zﬁ.:lcz- Ng(Q;) avec ¢; des éléments de k deux a deux distincts et ou @); sont
des éléments de S pour tout i € [1,1]. Le choix des monoémes @); est unique.

Soit U = {Q1, ...,Q;}. D’aprés la définition 1.2.6, il reste & montrer que U est un ensemble
essentiel pour (L,H), ce qui revient & montrer d’apres la définition 1.2.3 que H;(U) = H.
Le (L,H)-groupe de U est défini par Hy(U) = (._,Staby(Ng(Q:)).

H C Hp(U), en effet: pour tout i € [1,1]] H C Stabr(Ng(Q;)) car les Ng(Q;) sont des
H-invariants (voir proposition 1.3.1).

D’autre part, si o € Hy(U) alors o € (._,Stab, (N (Q;)) et donc pour tout i € [1,1],

Corollaire 1.3.6. Pour calculer tous les H-invariants L-primitifs a coefficients distincts,
il suffit de calculer tous les ensembles essentiels pour (L,H ).

Preuve. D’aprés le théoréme 1.3.5 et la remarque 1.2.7, tout H-invariant L-primitif & co-
efficients distincts s’écrit sous la forme d’une U-fonction élémentaire ot U est un ensemble
essentiel pour (L,H). D’autre part, toute U-fonction élémentaire ot U est un ensemble
essentiel pour (L,H) est un H-invariant L-primitif (voir corollaire 1.2.4). Ainsi, le cal-
cul de tous les H-invariants L-primitifs a coefficients distincts, revient & calculer toutes
les U-fonctions élémentaires c’est a dire a calculer tous les ensembles U essentiels pour
(L,H). O

Pour le calcul de tous les H-invariants L-primitifs, il faut d’abord calculer tous les en-
sembles essentiels pour (L,H). Pour chaque ensemble essentiel U pour (L,H) il faut tester
si chaque polynome de la forme } ;0o Ng(Q) ot les ag sont non nuls, est un H-invariant
L-primitif. Si les coefficients ag sont deux a deux distincts alors d’apreés le corollaire 1.3.6,
les polynomes Py = > ;agNu(Q) sont des H-invariants L-primitifs.

Sinon, si les coefficients ag ne sont pas distincts, alors il faut vérifier que le nombre de
conjugués du polynome ZQeUaQNH(Q) sous l’action des éléments de la classe de conju-
gaison de L par H, est égal a I'indice de H dans L (voir remarque 1.1.6).
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1.4 Algorithmes de calculs des Ensembles Essentiels

Rappelons que S est un systéme de représentant des orbites de H. Pour calculer un H-
invariant S,-primitif, K. Girstmair utilise une technique semblable & celle de I'algorithme
1.4.3 sauf qu’il n’obtient qu’un seul ensemble essentiel pour (L,S,) de degré minimum
(voir [33]). De plus, le choix de cet ensemble se fait d’une maniére aléatoire de sorte qu’il
n’a pas toujours un H-invariant primitif absolu et minimum. Nous présentons, dans la
premiére partie de ce paragraphe, un algorithme de calcul de ’ensemble essentiel de S
de degré minimum et contenant tous les autres ensembles essentiels de degré minimum.
Dans la deuxiéme partie de cette section, nous donnons un algorithme de calcul de tous
les invariants primitifs relatifs ou absolus et de degré minimum ainsi qu’un algorithme de
calcul de tous les ensembles essentiels de degrés < @ de S et donc de calcul de tous les
invariants primitifs relatifs ou absolus de degrés < @
corollaire 1.3.6).

et a coefficients distincts (voir

1.4.1 Systéme de Représentants et Ensembles Essentiels

Algorithme 1.4.1 (SystémeReprésentant). Cet algorithme calcule un systéme de re-

présentants des H-orbites de mondmes de degré < @

Fonction SystémeReprésentant (n,H) ==

Entrées: un entier n et un sous-groupe H de 5,.

Sortie: Un systéme de représentants des orbites de H de degré < "("271)
1. Soit A 1’ensemble des mondmes de degrés < @

Pour Tout m et m' dans A de méme degré Faire
Si Orbg(m) = Orby(m')
Alors retirer m' de A
Fin Si
Fin Pour
2. Retourner (A) ;
Fin.

Preuve. L’algorithme termine au bout d’un nombre fini d’étapes puisque ’ensemble A
est fini. D’autre part, en remarquant que deux monomes de degrés distincts n’ont pas la
méme H-orbite, pour aller plus vite, il suffit de ne comparer que les monémes de méme
degré. O

Notations 1.4.1. Soit A un ensemble fini de monomes. Notons premier(.A) la liste de
tous les éléments de A de degré minimum et rest(A) la liste des éléments de A privé de
premier(A).
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Algorithme 1.4.2 (EnsembleEssentiel). Soit A un sous-ensemble fini de S. Nous
présentons lalgorithme pour le calcul d’un ensemble essentiel pour (L,H) dans A. L’en-
semble U essentiel pour (L,H ) obtenu grdice a cet algorithme, est parmi tous les ensembles

essentiels dans A, celui de degré minimum d qui contient tous les autres ensembles essen-
tiels pour (L,H ) dans A de degré d.

Fonction EnsembleEssentiel (4) ==

Entrée: Un ensemble A fini de S.

Sortie: Un ensemble essentiel U C A pour (L,H), s’il existe.
1. U:= {1};

2. Tant que H,(U)# H Et A# { } Faire
U:= Ul premier(A) ;
A:= rest(A) ;
Fin Tant que
3. Si A#D

Alors Retourner(U) ;
Sinon Pas d’ensemble essentiel pour (L,H) dans A.
Fin Si
Fin.

Preuve. Puisque A est fini, cet algorithme récursif s’arréte au bout d’un nombre fini
d’étapes avec A = { } ou H(U) = H. En effet: & chaque étape de l'algorithme, si
H(U) # H alors aucun sous-ensemble U n’est un ensemble essentiel pour (L,H). En
effet, supposons qu'il existe V' C U un ensemble essentiel pour (L,H). Alors, d’aprés la
proposition 1.2.5, U est aussi un ensemble essentiel pour (L,H) et donc H;(U) = H, d’on
I’absurdité.

Soit U I’ensemble essentiel pour (L,H) obtenu au bout d’'un nombre fini d’étapes de la
boucle 2. de I’algorithme. Parmi tous les autres ensembles essentiels pour (L,H) contenus
dans A, U est un ensemble essentiel de degré minimum parce que c’est le premier trouvé.
Enfin, U contient tous les monémes de A de degré inférieur ou égal a d. Il contient donc
tous les ensembles dans A essentiels pour (L,H) et de degré d. O

Remarque 1.4.2. Soit U un systéme de représentants des H-orbites des mondémes de de-
gré égal a @, alors U contient nécessairement un représentant de la H-orbite du
monome 23 ... 2"~ D’autre part, la trace réduite du représentant de ce monome est
un H-invariant L-primitif (voir la méthode classique de 'introduction). Ainsi d’aprés la
proposition 1.2.5, U est aussi un ensemble essentiel pour (L,H).

1.4.2 Invariants Primitifs de Degré Minimum

Définition 1.4.3. Soit U un ensemble essentiel pour (L,H). Si U ne contient aucun
ensemble essentiel pour (L,H) alors U est dit réduit. Toutes les U-fonctions primitives
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sont alors réduites.

Notations 1.4.4. Pour U un ensemble fini de monomes, partie(U) est la liste de tous
les sous-ensembles de U classés par ordre croissant suivant leurs tailles et diff (U, V') est
la liste des sous-ensembles de U privée des ensembles contenant V.

Algorithme 1.4.3 (InvariantsPrimitifsDeDegréMinimum). L’algorithme suivant cal-
cule tous les ensembles essentiels réduits pour (L,H) et de degré minimum dans S. A
chaque ensemble essentiel U nous donnons en guise d’exemple les polynomes H -invariants
L-primatifs a coefficients distincts Py.

Fonction InvariantsPrimitifsDeDegréMinimum(L,H) ==

Entrées : Deux sous-groupes L et H de S, vérifiant H C L.
Sortie: Une liste de polyndmes H-invariants L-primitifs réduits,
de degré minimum et & coefficients deux & deux distincts.
A := SystémeReprésentant(n,H) ;
U := EnsembleEssentiel(A,L,H) ;
T:={};
E := partie(U) ;
Pour tout V C £ Faire

Si H(V)=H Alors

Rajouter V dans 7 ;

g WN -

Fin Si
Fin Pour
(Z contient tous les ensembles essentiels
réduits pour (L,H) de degré minimum) .
6. Retourner(7) ;
7. Pour tout U dans 7, donner les polyndmes Py .
Fin.

Preuve. Soit A un systéme de représentants des H-orbites de monomes de degrés <
@ obtenu par I'algorithme 1.4.1 appliqué a (n,H). L’algorithme 1.4.2, termine avec
un ensemble essentiel. En effet, U contient nécessairement un représentant de la H-orbite
du monoéme 2,23 ... 2" ! et d’aprés la remarque 1.4.2 nous savons qu’au pire des cas, c’est
a dire lorsque U est de degré n(nz_l), I’algorithme 1.4.1 termine avec la condition d’arrét
H (U)y=Het A={}.

L’ensemble U obtenu a I’étape 2. de l'algorithme, est un ensemble essentiel de degré
minimum parmi les ensembles essentiels dans A et il contient tous les autres ensembles
essentiels de degré minimum dans A (voir la preuve de l'algorithme 1.4.2). La boucle 5.
de 'algorithme calcule tous les sous-ensembles V' de U qui sont essentiels et réduits et

donne les polyndomes Py qui sont des H-invariants L-primitifs a coefficients distincts (voir
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corollaire 1.3.6). O

Remarque 1.4.5. Le calcul d’ensembles essentiels réduits revient a ne pas calculer les po-
lynomes invariants primitifs somme de deux autres.

Remarque 1.4.6. Pour le calcul de tous les H-invariants L-primitifs de degré minimum
dont les coefficients peuvent étre égaux, il faut d’abord calculer tous les ensembles essen-
tiels pour (L,H) de degré minimum (voir algorithme 1.4.3) et il faut vérifier que le nombre
de conjugués des polynomes . ;aqNu(Q) avec ag € k*, sous 'action des éléments de
la classe de conjugaison de L par H, est égal a l'indice de H dans L (voir remarque 1.1.6).

1.4.3 Remarques sur le calcul de tous les invariants primitifs

Nous avons montré dans les sections précédentes que le calcul de tous les invariants pri-
mitifs & coefficients distincts, est le calcul de toutes les U-fonctions primitives ou U sont
des ensembles essentiels. L’algorithme précédent nous donne tous les ensembles essentiels
U réduits de degré minimum, ainsi nous obtenons toutes les U-fonctions élémentaires ré-
duites par le simple calcul de polynémes dont les mondmes sont les traces réduites des
éléments de U et dont les coefficients sont deux a deux distincts. Le calcul des U-fonctions
primitives qui ne sont pas des U-fonctions élémentaires nécessite, a part le calcul de I’en-
semble essentiel U, de tester que le nombre de conjugués de ces polynomes est égal a
I'indice de H dans L (voir remarques 1.4.6 et 1.1.6), et ce test est trés cotiteux a cause
du nombre de polynomes & tester.

Le plus important, selon notre avis, dans le calcul d’invariants primitifs est de trouver les
monodmes qui forment ces polynomes c’est a dire les ensembles essentiels.

1.4.4 Algorithme de calcul des invariants primitifs de degrés <
n(n—1)
2

Notation 1.4.7. Soit U un ensemble fini de mondmes, degre(U) est le degré de I’en-
semble U.

Algorithme 1.4.4 (Girstmair-Jordan). Cet algorithme calcule tous les ensembles es-
sentiels réduits pour (L,H) de degrés < @ Nous allons voir que grice a la repré-
sentation de données (paragraphe 1.5), nous calculons avec ce méme algorithme tous les
ensembles essentiels pour (L,H ).

Fonction Girstmair-Jordan(L,H) ==
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Chapitre 1. Invariants primitifs

Entrées : Deux sous-groupes L et H de S, vérifiant H C L.

Sortie: Tous les ensembles essentiels réduits pour (L,H)
de degré < @

1. A := SystémeReprésentant(n,H) ;

2. d:=1;

3. Z:={};

4. a

Tant que d < nn=l) Faire
U := EnsembleEssentiel(A,L,H) ;
5. Pour tout V C E Faire
Si H(V)=H Alors
Rajouter V dans 7 ;
E:=diff(UV);
Fin Si
Fin Pour
d:= degre(U) + 1;
Fin Tant que
7 contient tous les ensembles essentiels réduits
pour (L,H) de degrés inférieurs ou égaux a @;
6. Retourner(7) ;
Fin.

Preuve. A chaque étape de la boucle 4. A change de valeur et ne contient plus que des
mondmes de degré supérieur strictement au degré du dernier ensemble essentiel obtenu.
A la fin de la boucle 4., ensemble essentiel obtenu est de degré @ et 1’algorithme
termine avec d = @ + 1.

Tous les ensembles essentiels obtenus sont réduits, en effet : soit U un ensemble essentiel
obtenu a 'étape (p) de la boucle 4., alors U=EnsembleEssentiel(A,L,H) et A change
de valeur et ne contient plus que les monomes de degré supérieur strictement au degré
de U (voir l'algorithme 1.4.2). Ainsi, le nouvel ensemble essentiel calculé a la (p+ 1)-éme
étape de la boucle 4. sera contenu dans ce nouvel A et 'intersection de ’ensemble essentiel
obtenu a I’étape (p+ 1) avec U est l'ensemble vide. D’autre part, la boucle 5. nous donne

tous les ensembles essentiels réduits d’'un méme degré. O

1.5 Partitions de monoémes et Invariants primitifs

Dans ce paragraphe est présentée la notion de partition, qui a été introduite pour la
premiére fois par C. Jordan [43] et ses contemporains du siécle dernier. Nous mettons en
évidence la correspondance entre mondmes et partitions et nous montrons comment le
probléme de calcul d’invariants primitifs qui, & premiére vue, est purement algébrique se
transforme en un probléme de combinatoire des groupes et des ensembles.

En effet, vis-a-vis d’un groupe de permutation, un monéme ou son carré donnent la méme
information. Ce qui compte donc c¢’est la partition de ’ensemble {1,...,n} associée & un
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1.5. Partitions de mondmes et Invariants primitifs

monome. Remarquons que la notion de partition définie ci-dessous ne coincide pas avec la

notion de partition habituellement donée en analyse combinatoire (au sens combinatoire,
e . k=

une partition de n est une suite (o, ..., a,) € N telle que Y ,_) kay = n).

1.5.1 Partitions

Définition 1.5.1. Une partition T = (T},...,Ts) de l'ensemble {1,... ,n} est une liste
de sous-ensembles non vides de {1,...,n} classés par cardinal décroissant et tels que les
ensembles 77, ..., T, soient deux a deux disjoints et que leur réunion soit égale a 1’en-
semble {1,... ,n}.

Le cardinal d’un sous-ensemble I de {1,... ,n} est noté | I |. Notons T l'ensemble des
partitions de {1,... ,n}. D’aprés la définition 1.5.1, une partition T = (Ty,... ,Ts) de T
vérifie donc les quatre propriétés suivantes :

(1) Vie[l,n] T, C{1,...,n}

(ii) U_, Ti={1,...,n} .
(iii) Vijjell,n] iZj=T,NT;=0 .

(iv) Vie[l,n] |T;[#0 et [Ty [>Ty ][> 2T [>1 .

1.5.2 Représentation des données

Notation 1.5.2. Soient I un sous-ensemble de {1,...,n} et 5 un entier. Par convention,
notons:

g
36? - (Hielxi) )

Un monome @ de k[z1,...,x,] peut toujours s’écrire de maniére unique sous la forme:

ou f,...,[3s sont des entiers deux a deux distincts et (T7,...,Ty) est une partition de
{1,...,n} vérifiant pour tout 7,j € [1,s] tels que ¢ < j: ou bien | T; |>| T} | ou bien
| T3 |=]Tj | et Bi < ;.

Introduisons "application surjective ¥ définie par:
v {TLZ 2 | (r,...m) €N — T

Q=ah...a — Q)= (T,...,T,) .

Définitions 1.5.3. Soit T' = (T3,...,Ts) € T. Nous définissons le monome Q7 et un
ensemble de monémes M par :

Qr=[[_" o M={Qr|TeT)
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Le degré d’une partition 7" est par définition égal au degré du monome Qr c’est a dire
égala 3,1 (i—1) | T; |-
Proposition 1.5.4. L’application ® définie par:
o : T — M
T — Qr

est bijective.

Preuve. Evident. O

Ezemple 1.5.5. Soient @ = x1zox3xiaiadz; et n = 8 alors:

\P(Q) = ({1’ 2, 7}5 {3’ 5, 6}’ {8}5 {4})

En effet: Q = (z12927) (232576 ) 254>

Ezemple 1.5.6. Soient n = 9 et T = ({2,3,4,5},{7,8,9},{1},{6}) un élément de 7.
Alors, ®(T) = Qr = T7x8T911%w6> et le degré de T est égal a 8.

La correspondance entre partitions et mondéme étant démontré, il suffit d’appliquer les
algorithmes de la section 1.4 & I'ensemble des partitions plutot qu’aux monomes et de
faire le calcul d’ensembles essentiels de partitions. En effet, la manipulation des listes
et des ensembles d’entiers (partitions) est beaucoup plus facile que la manipulation des
monomes et des polyndomes.

1.5.3 Calcul de tous les Invariants Primitifs avec des partitions

Nous remarquons tout d’abord que I’ensemble de partitions 7 est un ensemble fini et que
le degré d’un ensemble de partitions varie entre 1 et @

En remplacant dans les algorithmes 1.4.1 et 1.4.4 appelés SystémeReprésentant et Algo-
rithme de Girstmair-Jordan, les monomes par les partitions, nous obtenons un algorithme
qui calcule tous les ensembles essentiels de partitions a partir desquels, nous obtenons tous
les invariants primitifs a coefficients distincts appelés invariants primitifs réduits. Voici
un exemple de la représentation des donnés utilisée dans 'implantation de l'algorithme
Girstmair-Jordan dans le cas ou n = 3.

la liste des partitions en degré 3 est égale a:

[[[1, 2, 311, [[1, 2], 3], [[1, 3], {211, [[2, 3], (1]], [[1], [2], 3],
(1], 131, 211, {121, (1], (311, [{21, (3], (1], [[3], 1], [21], [3], 2], [1]]] -

Un systéme de représentants des Ss-orbites de partitions est égal a:

(1L, 2, 31, [[1, 2], 311, [[1, 3], [21], [{1]; [21, [31], [[1], [3], (201, [31, [11, [211] -

La liste des ensembles essentiels réduits pour (S,,53) est égale a:
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1.6. Ezemples d’applications

La famille des polynomes Ss-invariants Ss-primitifs réduits est égale a:
a(x122)"23°, a((x123)" 22P +(2023) " 217), a(z1"22P 237+ 39" 21 % 137), avec 1, 3, 7 trois entiers
distincts et @ un élément de k.

1.6 Exemples d’applications

L’implantation des algorithmes 1.4.3 et 1.4.4 dans le systéme de Calcul formel GAP (voir
[61]), & été possible grace a la manipulation des partitions. Pour plus de détails sur 'im-
plantation le lecteur pourra aussi consulter [2| (voir [1] pour I'implantation en AXIOM).

1.6.1 Exemples d’utilisation

Les polynémes invariants primitifs suivis de * peuvent étre obtenus par les méthodes

classiques ou la méthode naturelle discutées dans l'introduction.
ry _.ro

Notation 1.6.1. Le monome zj'z}? ... z/" sera représenté par la liste [riry ... 7,

Exemple 1.6.2. Soient n =5, L = Sy et H =< (2,3)(4,5),(4,5),(3,4) >. Un H-invariant
L-primitif minimum est égal & x;. Un autre H-invariant L-primitif de degré minimum est
T + Tyg + T3 + Xo.

Remarque 1.6.3. Soient P un H-invariant L-primitif et () un polynéme tels que P + Q)
est un L-invariant. Alors @) est aussi un H-invariant L-primitif, car Vo € L, o(P) = P
équivaut a Vo € L, 0(Q) = Q.

Exemple 1.6.4. Soient n = 5, L =<(2,3)(4,5),(2,4)(3,5),(4,5), (3,4) > et H =<(2,3),(2,4)(3,5) >.
Nous adoptons la notation 1.6.1 et nous supposons que les entiers 7, 7,1, h, m sont deux
a deux distincts. L’algorithme 1.4.4 calcule la liste suivante des H-invariants L-primitifs
réduits :

[viijg] + [i751),
idgig] + [iig 4] + [igig] + i,
liwigh) + [#iihg] + [ijhii] + [ihjii],

[iigih] + [ithij] 4 [iijhi] 4 [iihji] 4 [ijiih] + [ihiij] + [ijihi] + [ihigd],
[i2j7h] + [iijhg] + [1j25h] + [igihg] + [tjhij] + [ihjig] + [t7hgi] + [ihjji],
[iihjj] + [ihijg) + [ijjuh] + [ijjhi],

[jiijh] + [jithj] + [jjhii] + [jhjid],

[hiijj] + [hjjiil,

[jigih) + [jihif) + [jijhi] + Ljihgi + [jjiih] + [fhiig] + Ligiha] + [jhijil,
[hijij] + [hijji) + [hjiig] + [hjeji],

[iijhl) + [iiglh] + [ijihl] + [ijilh] + [ihlij] + [ilhij] + [ihlji] + [ilhji],
[iihjl] + [iihlj] + [ihijl] + [ihilj] + [ijlih] + [iljih] + [ijlhd] + [iljha],
[iiljh) + [iilhj] + [ilijh)] + [ilihj] + [ijhil) + [ihgil] + [ijhli) + [ihyli],
[jiihl] + [giilh] + [jhlii] + [jlhii],

[hiigl] + [hiilg) + [hglii] 4 [hlgid],

(liijh] + [lishg] + [Ijhii] + [Thjii],

[jihil] + [jilih] + [jihld] + [jilha] + [jhail] + [jliih] + [jhal] + [jliha],
[(higil] + [hilif] + [hijli] + [hilji] + [hjiil] + [hliif) + [hjili] + [hliji],
[lijih) + [lihig) + [lijhd] + [lihgd] + [ljiih] + [lhiig] + [ljihi] + [lhigd],
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A = [ijhlm] + [ijhml] + [ihjlm] + [ihjml] + [ilmjh] + [imljh] + [ilmhj] + [imlhj]*,
Les 14 autres orbites de A peuvent chacune étre déterminées par une permutation de 'orbite.
[ijlhm] + [ijlmh] + [iljhm] + [iljmh] + [ihmjl] + [imhjl] + [ihmlj] + [imhlj]*,

| + | +
[igmhl] + [ijmlh] + [imghl] + [imjlh] 4 [ihijm] + [ilhjm] + [ihlmgj] + [ilhmj]*,
[jihlm] + [jihml] + [jhilm] + [jhiml] + [jlmih] + [jmlih] + [jlmhi] + [jmihi]*,
[jilhm] + [gilmh] 4 [jlihm] + [jlimh] 4 [jhmil] + [gmhil] 4 [jhmli] + [jmhli]x,
[jimhl] + [jimlh] + [jmihl] + [jmilh] 4 [jhlim] + [jlhim] + [jhlmi] + [jlhmi]*,
[hijlm] + [higml] 4 [hgilm] + [hjiml] 4 [hlmig] + [hmlij] 4 [hlmygi] + [hmlji]x,
[lijhm] + [lijmh)] + [ljihm] + [ljimh] + [lhmij] + [Imhij] + [lhmgji] + [lmhji]*,
[mijhl] + [mijlh] 4+ [mgihl] + [mgjilh] 4+ [mhlig] + [mlhij] 4+ [mhlji] + [mlhji]x,
[hiljm] + [hilmj] + [hlijm] + [hlimgj] 4 [hjmil] + [hmygil] + [hjmli] + [hmgli]*,
[himgl) + [himlj] 4+ [hmigl] + [hmilj] 4 [hglim] + [hljim] 4 [hjlmi] + [hljmi]x,
[lihjm] + [lihmyj] + [lhijm] + [lhimgj] + [ljmih] + [Imgjih] + [[jmhi] + [lmjhi]*,
[mihgl] + [mihlj] 4+ [mhijl] + [mhilj] 4+ [mglih] + [mljih] 4+ [mjlhi] + [mljhi]x,
[limgh] + [limhj] + [Imijh] + [lmihj] + [ljhim] + [lhjim] + [[jhmi] + [[hjmi]*,
[miljh] + [milhj] + [mlijh] + [mlihj] + [mjhil] + [mhjil] + [mjhli] + [mhjli]*.

Exemple 1.6.5. Soient L et H deux sous-groupes de Sg définis par:

H =< (1,2,6,7)(3,4,8,5), (1,4,7,5)(2,3,8,6), (2,7,8)(4, 5,6), (2,5,6)(3,4,8), (3,6,7)(4,5,8), (3,4,7,8,6,5) > et le
groupe L contenant H est défini par: L =< (1,2,6,7)(3,4,8,5),(1,4,7,5)(2,3,8,6) >. Nous adop-
tons la notation 1.6.1 et nous supposons que les entiers i et h sont distincts.

Le polynéme suivant est un H-Invariant L-Primitif; il est un H-Invariant L-Primitif mi-
nimum pour : =0et h=1:

[idiihhhh] + [iiihihhh] + [iihhhhii] + [ihihihih] + [ihihhihi] + [ihhiihhi] + [ihhihiih] +
[hiihihhi] + [hiihhiih] + [hihiihih) + [hihihihi] + [hhiidihh] + [hhiihhii] + [hhhhiiii] .

Le polynome suivant est un H-Invariant Sg-Primitif minimum :

[00001111] + [00010111] 4 [00101101] + [00110011] + [00111010] + [00111100] + [01001110] +
[01010101] + [01011001] + [01011010] 4 [01100011] + [01100110] + [01101001] + [01110100] +
[10001011] + [10010110] + [10011001] + [10011100] + [10100101] + [10100110] + [10101010] +
[10110001] + [11000011] + [11000101] + [11001100] + [11010010] 4 [11101000] + [11110000] .

Ces deux derniers calculs ont été réalisés en trois minutes sur une machine PC Pentium
Pro 200 Mhz avec 512 Mo de mémoire RAM.

1.6.2 Cout de l’algorithme Girstmair-Jordan

Le temps de calcul et la mémoire utilisée pour le calcul d’invariants primitifs de degrés
petits serons données en détail dans le chapitre 2.

Les temps nécessaire au calcul d’ensembles essentiels avec l'algorithme 1.4.3 se fait une
fois pour toute. Les résultats son donnés sous forme de tableau dans le chapitre suivant.
Le temps et la mémoire augmentent d’une facon raisonnable avec le degré n ; le tableau 1.1
marque en moyenne cette évolution pour n allant de 5 4 9 (sur une machine PC Pentium
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1.7. Conclusion

Pro 500 Mhz avec 640 Mo de mémoire RAM).

Degré | Temps (CPU) | Mémoire (Mo)
5 107 s << T4
6 40 s <74
7 10 mn 74
8 50 mn 74
9 3h 74

TAB. 1.1 — Temps de calculs de l’algorithme 1.4.3

La mémoire utilisée est stable lors du calcul d’ensembles essentiels pour n fixe. La mé-
moire augmente progressivement, mais d’une maniére raisonnable. D’autre part, le temps
de calcul augmente d’une fagon plus importante avec n. Dans la plupart des cas, le calcul
des invariants primitifs relatifs est plus rapide que le calcul d’invariants primitifs abso-
lues, ce qui est une bonne nouvelle. Rappelons enfin que méme si le calcul d’ensembles
essentiels est coliteux en temps, il ne sera fait qu’une seule fois.

1.7 Conclusion

Les méthodes de calculs des polyndmes invariants primitifs connus sont intuitifs et donnent
souvent des polynomes de degrés élevés. L’algorithme de K. Girstmair calcule un invariant
primitif absolu de degré minimum, mais pas nécessairement minimum. Le type de I'orbite
d’un monome ne dépend que de la partition définie par le multidegré, et donc le calcul doit
se faire en utilisant ce codage, plutot que les monomes proprement dits (qui sont d’utili-
sation malaisée dans les systémes de calcul formel). Le module « PrimitiveInvariant »
qui reprends les algorithmes présentés dans ce chapitre (voir Annexe A) détermine tous les
invariants primitifs réduits relatifs et absolus et aussi ceux de degré minimum. La repré-
sentation de données utilisée dans « PrimitiveInvariant » peut se généraliser au calcul
de polynémes invariants vérifiant d’autres propriétés par exemple dans le calcul des in-
variants classiques et autres types d’invariants utiles en théorie de Galois (voir chapitre 3).

Nous comparons dans le chapitre suivant le module « PrimitiveInvariant » avec une
méthode classique de calcul d’invariants primitifs qui fait appel & des méthodes plus al-
gébrique qui découlent des travaux de Hilbert a la fin du siécle dernier. La structure a
décrire est celle de I'espace des invariants en tant que module libre sur un anneau de
polynomes dont les générateurs sont les invariants fondamentauz.
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Chapitre 2

Invariants fondamentaux
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Il s’agit dans ce chapitre de décrire et d’analyser certaines méthodes pour le calcul de
polynomes invariants. L’objectif recherché est de dégager le meilleur algorithme possible,
c’est a dire le plus rapide théoriquement et pratiquement pour le calcul d’invariants pri-
mitifs. Les premiers algorithmes connus de constructions de base d’anneauz d’invariants
sont donnés par D. Hilbert [39] et H. Weber [79]. L’idée est de trouver une famille de
polynomes invariants par un groupe H qui, lorsqu’ils s’annulent, annulent tous les H-
invariants. En fait, on montre qu’il existe de telles familles qui sont finies.

Par exemple, pour n = 3 et H = Ss, les polynomes puissances symétriques x, xo+z3, 15+
z2 forment une famille de générateurs de tous les Sy-invariants de k[zy, zq, 73] :

k[.ﬁlfl,ZEQ,Ig]SQ = k[z, 20 + Ig,fE; + x%]

Lorsque le groupe H est quelconque, la détermination de tous les polyndmes H-invariants
est plus difficile et "automatisation des méthodes devient nécessaire. Un algorithme de
calcul de I’anneau des H-invariants est donnée dans le livre de B. Sturmfels [69]. Il ré-
sume les avancées faites dans ce domaine et propose de calculer une famille de polynomes
invariants de degrés petits en calculant des invariants primaires et secondaires de degrés
1,2, 3, ...

Un autre algorithme proposé par E. Dade construit des invariants en considérant des
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produits d’orbites de formes linéaires particuliéres. Cet algorithme est trés rapide mais
calcule des invariants primaires de degrés élevés et, le lien qui existe entre les degrés
de ces invariants et le nombre d’invariants secondaires impose un trop grand nombre de
générateurs. M. Gobel [34] propose quand a lui un trés bon algorithme qui calcule des
générateurs d’anneaux d’invariants associés a des groupes de permutations.

Viennent enfin les travaux de G. Kemper [44] sur les groupes linéaires finis qui permettent
de trouver des invariants primaires qui minimisent souvent le nombre d’invariants secon-
daires. Cette méthode utilise les résultats sur les opérateurs de Reynold, la formule de
Molien et la propriété de Cohen-Macaulay. Ces travaux sont implantés en MAPLE et
MAGMA sous la librairie invar (voir [45] et 'amélioration dans [46]) et ils nécessitent le
calcul d’idéaux premiers et des bases de Grobner.

Dans la section 2.1.1 sont introduit les invariants primaires et secondaires, appelés aussi
invariants fondamentoux. Dans la section 2.1.2 est présenté 'algorithme de calcul des
invariants primaires donné par G. Kemper et utilisé dans « invar ». La section 2.1.3
explique comment utiliser le module « invar » pour calculer des invariants primitifs et,
dans la section 2.2 « invar » est comparé avec le module « PrimitiveInvariant » de
GAP implantant les algorithmes du chapitre 1.

2.1 Calcul des invariants fondamentaux par G. Kemper

Soit H un sous-groupe fini du groupe algébrique linéaire GL, (k) de degré n sur k et |H|
son cardinal. Pour tout polynéme P de k[xq, ..., z,], deg(P) désignera le degré total de P
en zy,...,z, et RY = kfz,,.. :L"n]H ’anneau des polynomes H-invariants de klzy, ... x,].
Le théoréme sur la structure de 'anneau RY est assez récent cf. 'article fondamental de
R.P. Stanley (|65]) et les travaux de Hochster et Eagon ne faisant appel qu’a des notions
classiques relativement simples de 1’algébre commutative sans algébre homologique). Nous
présentons dans ce qui suit les principales propriétés de I’anneau RY.

2.1.1 Invariants fondamentaux

L’anneau RY des polynomes invariants sous I'action de H est une algébre de Cohen-
Macaulay sur k, de dimension de Krull n. En d’autres termes, il existe une famille
II;,...,II, de polynomes homogénes de R¥, algébriquement indépendants sur k, tel que
R™ s0it un module de type fini libre sur k[IIy,...,II,].

Nous pouvons toujours trouver une k[IIy, ..., II,]-base de ce module formée de polyndomes
homogeénes, dont I'un d’entre eux est 1. Sa dimension est alors égale a:

[Tit deg(IL)
|H|

Toute suite (IT,...,I1,) de polynomes telle que R soit un module de type fini libre
sur k[I1y, ..., II,] est appelée une suite d’invariants primaires de H. Une base ¥y,..., %,
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de klzq,. .. ,xn]H comme module sur k[T, ..., II,] est appelée famille d’invariants secon-
daires de H. L’anneau R¥ peut alors s’écrire sous la forme:

R" = @k, ... 11, (2.1)
i=1
appelée la décomposition d’Hironaka de k[xq, ..., xn]H

Exemple 2.1.1. Rappelons que S,, désigne le groupe des permutations de degré n. L’an-
neau k[ri,...,x,] est un kfz, ... ,xn]s”—module libre de dimension n! et admet pour base
la famille des monomes [T;=} a:;j tels que pour tout j, 0 < i; < j — 1. Ainsi:

— Sn i i
klxy,...,z,] = @ klzy, ... oz, "2 . an
JE[L,n],0<4;<j—1

Exemple 2.1.2. Les polynomes symétriques élémentaires sont des invariants primaires de
I’anneau des polynomes symétriques k[, . . . ,xn]s”. Si H C S, alors k[xy, ... ,xn]H est un
module libre sur k[zq, ... ,xn]S" de dimension 'indice de H dans S,,. Pour le sous-groupe
H de S, engendré par l'identité et la permutation (2, 3,4), nous avons:

k[xla"'axﬁl]H = k[Hla"'7H4] El@k[nla"'an4] 22 )

ou Iy = @y, Ily = mo + m3 + 24, U3 = 22 + 22 + 23, I, = 25 + 23 + 23 et ¥y = 1,
Yy = 23x3 + 1277 + T34

L’anneau k[zy,...,2,]" est la cloture intégrale de k[zy,...,z,]"" dans le corps des H-
invariants du corps k(xy, ..., x,) des fractions rationnelles a coefficients dans k en les indé-
terminées (xy,...,r,). Le fait que la dimension du k[z1, ... ,xn]S”—module klxq, ... ,xn]H
est e = [S, : H] découle alors du fait que k(zy,...,z,) est une extension de degré e
du corps k(z1,... ,xn)S" des fractions rationnelles symétriques a coefficients dans k en
(1, ..y p).

Soit la décomposition graduée :

H _ * pH
R = @dZORd
ou RY désigne I'espace vectoriel des H-invariants de degré d (de dimension C)' ) | =
(n+d—1)!
(n—D)ld! )

Définition 2.1.3. La série de Hilbert de R¥ est définie par:
H(R" 1) =) dimg(R}) t*
=0

Nous n’expliquerons pas dans les détails comment peuvent étre obtenues des familles
d’invariants fondamentaux, mais nous allons plutot donner 'idée générale du calcul de
ces invariants (voir algorithme 2.1.1) et utiliser ces résultats pour le calcul d’invariants
primitifs.
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Chapitre 2. Invariants fondamentauz

2.1.2 Invariants primaires

Soit H un sous-groupe fini de GL, (k). Les degrés des invariants primaires choisis déter-
minent le nombre d’invariants fondamentaux de I’anneau des invariants RY. En effet, la
formule de Molien [69] nous donne une information compléte sur le nombre des invariants
secondaires en fonction de ceux des invariants primaires. ce nombre croit avec les degrés
des invariants primaires. Nous renvoyons le lecteur a [44] et [72] pour le calcul des inva-
riants secondaires et nous décrivons dans cette section la méthode utilisée par G. Kemper
pour le calcul des invariants primaires.

G. Kemper propose un bon algorithme dans le sens ot il calcule dans la plupart des cas,
des invariants primaires de degrés minimaux. Pour cela, il utilise les d’déaur premiers
associés a un ensemble fini de polynéome. Nous présentons ci-aprés la proposition sur la-
quelle se base le calcul des invariants primaires et, pour plus de détails sur la construction
des idéaux premiers, le lecteur pourra consulter [28].

Proposition 2.1.4 (Kemper). Notons R = k[z, ... ,xn]H l’anneau des polynomes H -
wnvariants et soit Iy, ..., II; une famille de polynémes homogénes H -invariants. Cette fa-
mille peut-étre étendue a un systeme d’invariants primaires de ’anneau des H -invariants
[z, ... zn)" si et seulement si

dzmk(Hl,,H,) =n—1

En particulier, I1y, ..., TI; forment un systéme d’invariants primaires de k[xy, . .. ,xn]H St
et seulement si i = n et [’ensemble des zéros du systéeme {II; = 0,...,II; = 0} sur une
cloture algébrique de k est réduit a zéro.

Preuve. Voir [44]. O
La dimension dimg(ITy,...,II;) est une dimension de variété algébrique, c’est-a-dire la
dimension de la variété algébrique sur une cloture algébrique £ de k définit par I'idéal de

k[xy,...,x,] engendré par la suite (ITq,. .., II;).

Algorithme 2.1.1 (Invariants Primaires de « invar »). Cet algorithme calcule une
famille dinvariants primaires de degré petit.

Entrée : Générateurs d’un groupe fini H.

Sortie: {IIy,...,II,} invariants primaires de k[zy,...,z,|".
1. P o={}; r:=1;
d:=1 le degré de 'invariant primaire a calculer ;
1:=1 le nombre d’invariants primaires ;
2. Tant que ¢ < n Faire
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2.1. Calcul des invariants fondamentauz par G. Kemper

3. Soit WdZ::EZ;detjbj oi les t; sont des inconnues et les
b; sont les mondmes unitaires [ -invariants de degré d;
4. Pour j allant de 1 & r Faire
Calculer les restes résiduels a;(ty,...,tn,)
de m; par rapport a P ;
Fin Pour ;
5. Si Ja,...,am, tel que a;(ay,...,qn,) #0 Vj Alors
Hi == ’ﬂ'd(Oél,...,Oémd)
P,,..., P, bases de Grobner des idéaux premiers
associés a {IIy,...,I;};
i:= i+1;
Sinon d:= d+1;

Fin Si;
Fin Tant que;
Retourner ({II,...,I1,}) ;
Fin.

Preuve. Nous calculons dans la partie 3. de l'algorithme une forme générale d'un H-
invariant homogeéne de degré d. Cet invariant contient tous les monomes H-invariants de
degré d.

Dans la partie 4. le calcul des restes résiduels a; consiste a écrire le polynome m; dans
la base P; pour j allant de 1 a r. Ensuite nous recherchons, grace aux bases de Grébner,
un polyndéme H-invariant de degré d n’appartenant pas aux idéaux premiers associés a la
famille d’invariants primaires déja calculée.

La partie 5. est la plus coiteuse. Dans son implantation, G. Kemper utilise des résultats
donnés par P. Gianni [31] et T. Becker [9]. O

2.1.3 Calculs d’invariants primitifs a partir d’invariants fonda-
mentaux

Lemme 2.1.5. Soient H et L deux sous-groupes du groupe symétrique de degré n. Si
H C L, alors le polynome © =%y o.(x125 ... 27) vérifie Stabg, (©) = H.

n

Preuve. Aucune hypothése sur la caractéristique de k n’est nécessaire. Il est clair que
Stabs, (r123...z") = {Id}, donc nous avons © = Ny(z,z3...2"). Nous savons déja que
O est H-invariant. Si 0 € S, vérifie 0.0 = O, du fait que Stabs, (z123...2") = {Id},
nous voyons qu'il existe ¢ € Sy telle que ¢(s) = os pour tout s € H. En particulier, nous
avons 0 = old = ¢(Id) € H, d’ou Stabs, () = H. O

Soient H et L deux groupes finis tels que H C L et e I'indice de H dans L. D’aprés le
lemme 2.1.5, il existe toujours un polynoéme H-invariant L-primitif (voir définition 1.1.2).
En pratique, il n’est pas trés intéressant d’utiliser ce polynome car son degré est élevé et
nous avons vu dans le chapitre 1 comment calculer tous les invariants primitifs de degré
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Chapitre 2. Invariants fondamentauz

petit. Il existe d’autres méthodes de calculs d’invariants primitifs (voir [23] qui se base sur
les groupes par exemple), mais nous présentons dans ce qui suit une méthode de calcul
des invariants primitifs se basant sur les invariants fondamentaux.

Test pour la primitivité des invariants

Tout polynome H-invariant s’écrit sous la forme d’une combinaison linéaire d’invariants
fondamentaux associés & 'anneau R”. D’apreés 'égalité (2.1), un polynome P € R s’écrit
sous la forme:

P:Z fl(HbaHn) EZ )
=1

ou les f; sont des polyndmes en n variables et a coefficients dans k. Nous présentons dans
cette section une méthode utilisée par A. Colin (|20] et [21]) pour tester si un polynome
H-invariant est L-relatif.

Notons 7" une transversale a gauche de L modulo H. Rappelons qu’un polynéme P est
dit H-invariant L-primitif si P est invariant sous l'action de H et si:

Voo €T ,0#0 = o.P#+0.P

En d’autres termes, un polynome H-invariant est dit H-invariant L-primitif si le discri-
minant Disc du polynéme Tp(X) = [[, (X — 0.P) est non nul:

Disc(Tp(X)) =[]

Au lieu de manipuler des polynémes génériques ce qui est plutot cotiteux sur machine,
nous testons (2.2) sur des spécialisations du discriminant de Tp(X) en des valeurs numé-
riques. En fait, dés qu'une spécialisation de Disc(Tp(X)) est non nulle, Disc(Tp(X)) est
non nul et P est un H-invariant L-primitif. Si au bout d’un certain nombre de spécialisa-
tions de Disc(Tp(X)) en des valeurs numériques nous trouvons toujours zéro, alors nous
recommencons les tests avec un nouveau polynéme P appartenant & 'anneau RY.

(o.P -0 .P)#0 . (2.2)

0,0 €T et o5’

Ezemple 2.1.6. Soient n = 7 et H =<(1,6)(2,4)(3,5), (1,5), (2,3)(4,5), (1,4,5)(2,6,3), (1,4,5)(2,3,6)> UN
groupe d’ordre 72 dans S7.

- i=4
R =D _HIL,... . TI]%;
avec les invariants secondaires définis par:
=1,
b3 :x%xg + (I,‘%:Eg + x%xg + :Jclx% + x1x§ + :Jclxg + ac%:m + x§x5 + xzxi +
2 2 2 2 2 2 2 2 2
ToTs + X3T4 + T35 + T3Ty + 3T + TYTe + Talg + T5x6 + T5Tg
Y3 :xi’xg + IE:{’Ig + x{’me + xlmg + xlmg + xlmg + :L“gm + $%I5 + mgmi +
:1:2:1:% + :L“gm + x§z5 + :L“gmi + :L“gmg + xime + :1:4$2 + mgme + $5$2 ,

Yy =25 + 25 + 25 + 2 + 2l +ap
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2.1. Calcul des invariants fondamentauz par G. Kemper

et les invariants primaires définis par:

I, = 214+ 29 +23+ 24+ 25 + 26,

I, = z7 )
I3 = z}+5+23 +a2f +0i+2%,
H4 = T1x9 + 2123 + 1T + T2T4 +

o5 + T3T4 + T3T5 + T4T6 +

T5T6
My = 23 +25 + a3 + 2 + 23 + 23,
Mg = 7+ x5+ x5+ 2} + 25 + x5
II;, = x?+x§+m§+xi+x§+x§.

Posons L =<(2,3)(5,6), (1,6,3),(1,2,4)(3,5,6), (5,6)> un sous-groupe de S; contenant H. L’indice
de H dans L est égal 4 10. Le polynome T (X) est alors de degré 10 et nous trouvons grace
au test de primitivité (2.2) que le polynéme P = II,I14X; est un invariant L-primitif:

P = .%‘7(1'6 + T3+ LEQ)(.%‘E, + 24 + .%‘1)

Remarquons que le polynéme P est donné directement par « PrimitiveInvariant » et
que ce module donne aussi le polynome H-invariant L-primitif minimal qui est égal a:

T4T5 + T3Xg + ToXe + ToX3z + T1T5 + T1X4

Calcul d’Invariants Primitifs de degré minimal

Rappelons qu'un polynome H-invariant L-primitif est dit de degré minimal, s’il n’existe
pas d’autres H-invariant L-primitif de degré plus petit que lui. Pour avoir un polynéme
invariant primitif de degré minimal, K. Gleissler et J. Kliiners ont proposé dans [30] une
méthode qui se base sur la propriété suivante: si H est un sous-groupe maximal de L,
alors le degré minimal d des H-invariants L-primitifs est défini par:

d = min{i | coeff;(H(R" t)) # coeff;(H(R" 1))} : (2.3)

ot coeff;(H(RY,t)) est le coefficient de ' dans H (R t) (idem pour coeff;(H (R, t))).
Ci-dessous, I’algorithme qui nous permet de calculer un polynéme invariant primitif de
degré minimal.

Algorithme 2.1.2 (InvariantsPrimitifs). La premiére étape de cet algorithme utilise
les résultats de [46] :

Entrée : Deux groupes H et L tels que H sous-groupe maximal de L.
n(n—1)

Sortie: Un polyndme homogéne P de degré d < =%— tel que Stab,(P)=H.
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Chapitre 2. Invariants fondamentauz

1. Calculer les séries de Hilbert H(R' t) et H(Rt).
Déterminer d le plus petit des indices de H(RY,t) et
H(R",t) dont les coefficients associés sont distincts ;

2. Calculer tous les H-invariants homogénes de degré d.
Ne garder que ceux d’entre-eux qui sont L-relatifs.

3. Retourner le polyndme qui contient le plus petit nombre
de mondmes parmi ceux de 1’é&tape 2.

Fin.

En combinant les résultats des tests de primitivité (2.2) avec la propriété donnée par (2.3),
nous pouvons déterminer des invariants primitifs de degré minimal.

2.2 Comparaison entre « invar » et « PrimitiveInvariant »

Rappelons que le module « PrimitiveInvariant » comprends les algorithmes présentés
au chapitre 1 pour le calcul d’invariants primitifs de degré minimal par rapport a des
groupes de permutations (voir Annexe A). Nous comparons dans cette section ce module
avec la méthode découlant de I’algorithme de G. Kemper (voir algorithme 2.1.1 et la sec-
tion 2.1.3).

Pour le calcul d’'invariants primitifs de groupes de permutations, nous allons utiliser le
module « invar » de G. Kemper implanté en MAGMA qui est un bon outil pour le calcul
d’invariants fondamentaux.

Tous les calculs sont fait sur une machine Compaq Ultimate de 2 x 533 Mhz et 2048 Mo.
Les comparaisons entre les deux modules sont donnés sous forme de figures ou les temps
(en ordonnées) sont donnés en secondes et les groupes (abscisses) sont donnés par leur
numérotation dans la liste des sous-groupes de S, (voir exemple de groupes a ’annexe B).

Nous commencons par comparer entre eux les deux logiciels de calcul formel MAGMA et
GAP. Le tableau 2.1 nous donne le temps de calcul des orbites de polynémes & n variables
sous ’action de sous-groupes du groupes symétriques S, en GAP et en MAGMA et illustre
bien la principale différence en temps d’exécutions des deux logiciels. En effet, il apparait
que MAGMA est plus performant que GAP.

En effectuant plusieurs calculs, nous avons remarqué que le temps nécessaire a la vérifi-
cation de la primitivité d’un invariant (voir section 2.1.3) donné par « invar » est négli-
geable devant le temps de calcul des invariants fondamentaux. De ce fait, seul les temps
propres a l'exécution des commandes de calcul d’invariants primaires et secondaires sont
pris en compte.
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2.2. Comparaison entre « invar » et « PrimitiveInvariant »

n | GAP | MAGMA
4 0 0

5 1 0.5

6 6 1

71 11 2

81 20 4

9| 24 6

TAB. 2.1 — Comparaison entre GAP et MAGMA

2.2.1 Reésultats expérimentaux de S; et Sg

Nous avons réalisé les calculs d’invariants fondamentaux et d’invariants primitifs de tous
les sous-groupes de S;. Les temps de calculs sont extrémement rapides (moins de 1072
secondes pour chaque groupe).

La mémoire utilisée par les deux modules « PrimitiveInvariant » et « invar » est né-
gligeable.

Le calcul le plus cotiteux pour les deux modules a été la détermination des invariants du
groupe alterné A, de S;. Le module « PrimitiveInvariant » nous donne:

2,3 2,3 2.3 2,3 2,3 2.3 2,3 2.3 2.3 2,3
ToXyX3 +T3T5T4 +T4T305 +T1X3T1 +T3THX] +T4X7T3+T1T4T5 + ToX 1Ty + 242507 +T1 X535+
Trx373 + r37275 et son conjugué Xy, Le module « invar » nous donne :

H1 =21 + T2 + X3 + T4,
2 2 2 2
3 3 3 3

4 4 4 4

Y =1 et Yo = 2323x3 + 23m0x? + 203wy + 222374 + 130073 + 22237 + 1 Th2E + 1y T +
1wt + xdxaad + iriny + vox3ay.

Le polynome Y5 donné directement par « invar » est donc un invariant primitif. D’autre
part, nous remarquons que les temps de calculs effectués sur les sous-groupes de Sg pour
déterminer des invariants primitifs par « PrimitiveInvariant » ou « invar » sont sen-
siblement identiques (I'utilisation de la mémoire reste raisonnable dans les deux cas). La
figure 2.1 résume les variations de temps de calculs des invariants primitifs absolues de S
et la figure 2.2 nous donne une idée sur les temps de calculs pour des invariants primitifs
relatifs.

En tenant compte du fait que les modules soient implantés dans des systémes de Cal-
cul formel différents et que le temps d’exécution d’'une méme opération est plus rapide
sur MAGMA que sur GAP(voir tableau 2.1), nous conseillons pour n = 6, le module
« PrimitiveInvariant » pour la détermination des invariants primitifs relatifs.
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F1G. 2.1 — Invariants primitifs absolus de Sg

2.2.2 Résultats expérimentaux pour les sous-groupes de Sg

Pour des degrés plus élevés (n = 8), le module « PrimitiveInvariant » utilise en
moyenne 70 Mo de mémoire alors que la variation de la taille de la mémoire utilisée par
le module « invar » est beaucoup plus importante (en moyenne égale & 200Mo et atteint
pour certains groupes 1Go sans raison apparente). Les temps de calculs aussi différent. La
figure 2.3 donne une idée sur la variation du temps de calculs des deux modules. Selon les
groupes, il vaut mieux utiliser 'une ou 'autre méthode de calcul d’invariants primitifs.
Mais nous remarquons par exemple que les deux algorithmes réagissent pratiquement de
la méme maniére pour le groupe alternée (sur la mémoire utilisée et les temps de calculs
d’invariants primitifs absolus).

Rappelons que d’une facon générale, les invariants fondamentaux que nous obtenons grace
a « invar » ne sont pas nécessairement des invariants primitifs. C’est ce qui nous améne
a faire le test de primitivité de la section 2.1.3. Rappelons aussi que les invariants primi-
tifs donnés par la manipulation des invariants fondamentaux ne sont pas nécessairement
minimaux (cas possible lorsque H est sous-groupe maximal de L).

Remarquons enfin que pour certains groupes, les temps de calculs d’invariants primitifs
absolus avec « invar » sont trés supérieurs au temps de « PrimitiveInvariant ». Le
tableau 2.2 nous donne en secondes la comparaison du temps de calculs de certains sous-
groupes de Sg.
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FiG. 2.2 — Invariants primitifs relatifs de Sg
[ Numéro | Groupe associé | «invar » ens. | « Primitivelnvariant » ens. |
13 < (5,6)(7,8),(1,2)(3,4),(1,3,2,4)(5,7,6,8) > 2498.333 2483.263
18 < (5,6)(7,8),(5,7,6,8),(1,2)(3,4) > 2656.267 1741.331
64 < (7,8),(5,6), (3,4)(5,7)(6,8) > 17902.683 360.731
81 < (6,7,8),(2,3)(4,5),(2,4)(3,5)(7,8) > 810.533 11148.599
110 | < (5,6)(7,8),(5,7)(6,8), (3,4)(7,8), (L, 2)(7,8) > 6629.984 6864.969
125 < (7,8),(3,4)(5,6), (3,5)(4, 6), (1,2)(5,6) > 2516.833 1306.346
128 Z06,7,8),(3,4,5),(1,2)(4,5)(7,8) > 683.117 1756.493
133 < (6,7,8), (4,5)(7,8),(1,2,3) > 89256.916 6032.186
136 2(7,8),(2,3,4,5,6),(3,6)(4,5) > 8493.867 64.303
a1 206,7,8), (7,8),(2,3)(4,5),(2,4)(3,5) > 70045.75 60.308

TAB. 2.2 — Comparaison entre « invar » et « PrimitiveInvariant »

Nous avons noté que, d’une fagon générale, il n’y a pas une grande variation du temps de
calcul des invariants primitifs par « PrimitiveInvariant », contrairement a « invar »
(voir également les tableaux de 'annexe B.2).

2.3 Conclusion

La connaissance des invariants fondamentaux nous donne une caractérisation de I’anneau
des invariants par une base de polynémes (alors que les invariants primitifs caractérisent
des groupes). En adaptant les résultats de « invar », nous avons vu comment déterminer
des invariants primitifs & partir des invariants fondamentaux (méthode utilisée notamment
par Kliiners pour déterminer des invariants primitifs relatifs) et nous avons comparé cette
méthode avec le module « PrimitiveInvariant ». L’efficacité des algorithmes de ce cha-
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FiG. 2.3 — Invariants primitifs relatifs de Sg

pitre repose pour partie sur 'efficacité de 'implémentation des bases de Grobner, ce qui
conditionne le choix d'un systéme de calcul formel plutdét qu'un autre; « invar » qui est
le principal module utilisée pour la détermination des invariants primitifs est implémenté
en MAGMA. Le module « PrimitiveInvariant » est implémenté dans GAP et le choix
de ce systéme de calcul formel est conditionné par la richesse de la librairie des groupes en
GAP. Les calculs ont montré, et ce malgré la différence entres les systéme de calcul formel
MAGMA et GAP, que 'utilisation de « PrimitiveInvariant » est la plus intéressante,
par rapport a « invar », pour la détermination des invariants primitifs relatifs. En effet,
les invariants primitifs relatifs sont obtenus par « PrimitiveInvariant » en un temps
raisonnable comparé au temps mis par « invar » pour calculer les invariants fondamen-
taux d’'une part et tester parmi les combinaisons d’invariants primaires et secondaires
ceux qui sont invariants primitifs d’autre part. Le module « PrimitiveInvariant » a un
meilleur controle de la mémoire et du temps utilisés contrairement a « invar » qui ex-
plose (en temps et en mémoire) pour certains groupes comme nous le montre le tableau 2.2.

Par contre, les calculs montrent que la détermination d’invariants primitifs absolus est
plus rapide avec « invar » que « PrimitiveInvariant » méme si les tailles de calculs
peuvent atteindre plusieurs centaines de Méga-octets par « invar » pour certains groupes
(nous avons entamé une implémentation de « PrimitiveInvariant » en MAGMA pour
avoir une idée plus claire sur la différence de temps de calculs). Ces deux modules sont
complémentaires.

Parce que chaque systéme de calcul formel a sa spécificité, ses points forts et ses faiblesses
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(GAP n’est par exemple pas encore bien développé pour la manipulation de polynomes:
des erreurs sont courantes lors de calculs de stabilisateurs de polynomes et autres opé-
rations de base), il serait préférable de développer des « passerelles » entre les divers
systémes de calcul formel quitte & avoir des versions moins efficaces, mais plus complétes

et mieux structurées.
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Deuxiéme partie

Les Invariants classiques dits Anciens
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Chapitre 3

Covariants et Invariants classiques
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Le principal objet de la théorie des « invariants classiques » est I’étude des propriétés géo-
métriques des équations (voir par exemple [22|). Il s’agit dans ce chapitre, de rappeler les
principaux résultats sur les covariants et, au niveau algorithmique, de mettre en évidence
les invariants classiques et le lien entre ces polynomes et les invariants de groupes: les
polynomes-différences symétrisés (le point de vue de la théorie des groupes est développé
dans [41]). La littérature sur ce sujet est abondante; en effet, la théorie des invariants est
considérée comme un leitmotiv de 1’Algébre classique et moderne depuis au moins 1850.
Parmi les anciens « invariantistes », nous pouvons citer P. Gordan [35], F. Klein, Fricke,
Netto, Clebesh, Aronhold, Cayley, Burnside [14], Salmon [60], Dickson (qui a écrit sur
la théorie arithmétique des invariants)... Parmi les « invariantistes » modernes , citons
Nagata, Fogarty, Gurevitch, D. Mumford [57], Hochster et toute I’école des groupes al-
gébriques gravitant autour de Borel... et entre les deux, les grands du vingtiéme siécle:
Young (83|, Grace, Elliott, et bien sir H. Weyl [80].

Une des principales difficultés rencontrée dans la théorie des invariants classiques réside

dans les notations utilisées. Nous avons adopté les notations dites symboliques pour dé-
terminer ces invariants classiques (voir [47]). Nous proposons dans un premier temps de
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définir la notion de covariant qui est la forme générale des invariants classique. Nous
présentons la méthode de Hilbert pour le calcul d’invariants classiques de degré et poids
donnés (une implantation de 'algorithme associé est donnée en annexe C). Nous intro-
duisons ensuite le lien entre les invariants classiques et les racines formelles et nous décri-
vons deux méthodes classiques pour déterminer des invariants classiques en fonction de
polynomes-différences symétriques et vis-versa. La principale application (et motivation)
de ce travail est en théorie de Galois: le calcul de résolvantes associées a des invariants
classiques développé dans le chapitre 4.

3.1 Covariants classiques

Nous allons, tout au long de cette partie, travailler sur des formes binaires f(z,y) homo-
géne et de degré n en x et y définies par:

k=n
fley) =),  Crapa*y"™*
=a, 2" + Clay 12" 'y +- + C" rayzy"t 4+ agy”

ot Ck = #W est le symbole binomial. Les ay sont appelés les coefficients de f(z,y) et
ils appartiennent & un corps k de caractéristique nulle. L’ensemble des formes binaires de
degré n sera noté F,.

La caractéristique du corps k étant supposée nulle, 'utilisation des formes binaires sous
la forme f(z,y) = ZZEQ C* ay, 2% y"=F plutot que sous la forme f(x,y) = ZZEQ ay ok ynk
nous évite de travailler avec des facteurs numériques entiers rationnels « parasites », qui
s’introduisent lors des calculs.

3.1.1 Transformations linéaires

Un changement linéaire de variables (Cij)1<ij<2 est une transformation des variables x et
y donnée par:

r=cnT + 2y ) (3.1)
Y =T+ Ca¥y ) '

ou le déterminant c¢1cey — €12¢91 est non nul. Le groupe G Ly(k) des matrices inversibles
d’ordre 2 agit sur ’ensemble des formes binaires F,. En effet, pour tout changement
linéaire de variables (c;;) € G Ly(k), la forme binaire f(z,y) est transformée en une autre
forme binaire f en les variables Z et § définie par:

- k=n _ k _ n—k
[(z,9) = Zk:o Cra(enT + c12)" (enT + ¢207)"
En regroupant les termes, nous obtenons:

fag) =),  Cragz*y"™*
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3.1. Covariants classiques

ou les coefficients a;, sont des polynomes en les a; et ¢;;:

n min(m,k)

= _ k—i n—k—m+1
k. = E E Cl, Cpyl ey el 5y e am -

m=0 \i=m—n-+k

Notons P I'anneau des polynémes en les variables Ay, Ay, ..., A,, X et Y et a coefficients

dans k. Grace au changement linéaire de variables (c;;) deﬁm par I’équation (3.1), nous
définissons Ag, A1,...,A,, X et Y par:

X =cpX +epy ;
Y = Cng + CQQY s

n
A m
Ao = ZC Cly Cyy " Am )
m=0
n
1 m —m
A, = E Cyell ey ™ An
m=0

et pour k € [1,n —1], A, = > s (szﬁlmnﬁk of] c- k’ cy el 012“1 ¢ c;‘{k_mH) A

Ezemple 3.1.1. Soit f(x,y) € F, définie par: f(z,y) = as2” + 2a,2y + agy”. Nous avons
f(:i’, g) = @2f2+2@1fg+@0g2 avec @0 = 022a0+2012622a1 +C%2(12, dl = 2(021022a0+ (012621+
C11C22) 01 + €11C1202),09 = 310 + 2¢11Co101 + ¢34 as.

3.1.2 Covariants et Invariants classiques

Soient g un entier positif non nul et n un entier positif.

Définitions 3.1.2. Soit M = APA}' ... A7» un monoéme de P. Le degré de M est égal a
> o Ti- Le poids de M est égal a Y i ir;.

Le degré (respectivement poids) d’un polynome .J de P est égal au maximum des degrés
(respectivement poids) des monomes de .J.

Un polynome P € P est dit homogéne si ses monomes sont de méme degré.

Un polynome non constant J(Ag, A1, ..., A, X,Y) € P est appelé covariant classique de
poids g si pour tout changement linéaire de variables (¢;;), nous avons 1’égalité suivante:

J(Ao,Al,...,An,X,?) = (C11022 —012C21)9J(A0,A1,...,An,X, Y) . (32)

Un covariant qui n’est pas fonction de X et Y est dit invariant classique (ou invariant
relatif) de poids g.

Remarque 3.1.5. Soit J(Ao, A1, ..., A,) un invariant classique et notons J(f) le polynome
J(ag,ay,...,a,) ou les a; sont les coefficients de la forme binaire f de degré n. L’équation
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Chapitre 3. Covariants et Invariants classiques

J(f) = 0 décrit une propriété de géométrie projective et 'ensemble {g € F, | J(g) = 0}
est invariant sous I'action de G Ly(k).

Le groupe G Lo (k) est engendré par la réunion des deux sous-groupes (chacun isomorphe &
(k,+)) Uy et U, ot Uy est I'ensemble des matrices de la forme (; ) avec A € k, et ot U_

est 'ensemble des matrices de la forme (} 9) avec u € k. Notons T, (respectivement 7_)

le sous-groupe de G Ly (k) formé des matrices de la forme S, , = (§ 1), avec (p,\) € k* xk
(respectivement S;),u = (. 1), avec (p,n) € k* x k). Les groupes T, et T sont isomorphes
au groupe des similitudes de k ; le groupe U, est un sous-groupe distingué de 7., le groupe

quotient 7, /U, étant isomorphe & k*. De méme, U_ <T_ et T_/U_ est isomorphe & k*.

La définition suivante introduit ce que les anciens « invariantistes » appelaient autrefois
semi-invariants binaires (terminologie de Cayley) :

Définitions 3.1.4. Un semi-invariant est un polyndme homogéne de degré d de P qui
est un invariant classique du groupe T, c’est-a-dire qui, sous 'action de S, € T, est
multiplié par p? avec g € N.

L’entier g est appelé le poids du semi-invariant I. Pour tout monome M = yAP A" ... Al»
de I tel que v # 0, nous avons encore » . ir; = g, ¢’est-a~dire le semi-invariant I est
1sobare de poids g. De plus, nd = 2g, donc nd est pair.

Un inwvariant absolu est un polynome stable sous ’action d’un groupe donné. Soit I un
polynéme homogéne de degré d > 1 en les coefficients de la forme binaire générale de de-

gré n; supposons que I soit un invariant absolu du groupe SLy(k). Alors nécessairement
nd est pair et I est semi-invariant de poids %d (la démonstration est facile, s’étend aux

h-formes avec h > 2 quelconque et n’utilise que l'irréductibilité du déterminant général

sur un corps commutatif: avec A quelconque, il faut remplacer %d par "Td)
Pour qu’un polynome I & coefficient dans k, homogéne de degré d en (Ag, Ay,...,A4,)

soit un semi-invariant de poids g, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient

satisfaites: I est un invariant absolu du groupe U, et I isobare de poids g = %d.

Soit T = (_01 (1)> Il est clair que U, U {T'} engendre le groupe SLy(k), donc d’aprés
la propriété vue ci-dessus, un semi-invariant homogéne de degré d est un invariant clas-

sique si et seulement si il reste invariant par 7. L’action de T revient a remplacer la liste
. / . 1
(Ag, A1, ..., Ay) par ((—=1)"A,, (1) 1A, _4,..., Ag). Soit T" la matrice <(1) 0). L’ac-

tion de 7" revient a remplacer (Ag, Ay, ..., Ay,) par (A,, A,_1, ..., Ap). Le sous-groupe de
G Ly (k) engendré par U, U {T'} contient SLy(k) comme sous-groupe d’indice 2. Comme
det(T") = —1, nous en déduisons facilement qu’un semi-invariant homogéne de degré d de
P est un invariant classique de F, si et seulement si 1’action de 7" le multiplie par (—1)"7d.
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3.1. Covariants classiques

3.1.3 Les opérateurs différentiels de Cayley

Supposons que le corps k est de caractéristique nulle. Soient A; et Ay deux fonctions de
P dans P qui, pour un polynéme .J € P, sont définies par:

° a(J)
Al(J) :ZI:ZAil aAl et
B (3.9)
As(J) :Z(n—iﬂ)A.@
’ i=1 04
Remarque 3.1.5. Un invariant classique (ou invariant relatif) I de poids g = %i est un
semi-invariant vérifiant
I(An, ..., Ag) = (—=1)I(Ay, ..., A,) . (3.4)

Les opérateurs différentiels A; et Ay sont des opérateurs de Aronhold de type particulier.
Le lemme suivant permet de caractériser les invariants classiques a partir de ces opéra-
teurs différentiels. Des preuves complétes ou des ébauches de preuves sont donnés par
exemple dans [13]. Nous trouverons dans [50] d’autres méthodes algébriques pour décrire
les invariants des formes binaires.

Lemme 3.1.6 (Hilbert). Le polynome J € P est un invariant classique si et seulement

Preuve. Considérons un invariant classique J € P. Le polynome J vérifie I'égalité (3.2)
pour tout changement de variable (c¢;;) € GLy(k) et en particulier pour les deux change-
ments linéaires de variables engendrés par les deux matrices:

M1 = <§\ (1)> € GLQ(k') et M2 == <(1) /f> € GLQ(k') y

avec A € k™ et p € k*. Soit le changement linéaire de variables défini par: X — X et
Y — AX +Y ou A est une constante dans k* qui correspond a la matrice M;. Alors
pour k € [0,n], Ay = Ay + Y57 Cf A= A;. Notons hy = Ay — Ay

En développant J(Ay,...,A,) en série de Taylor en (hg, hy,...,h,) & un ordre m € N,
nous obtenons 1'égalité suivante :

J(A(),,An):J(A0+h0,,An+hn)
D*J(Ag,..., A,
= J(Ag, ..., Ap) + > (Ao, )(hgo...hgn),

l
al
{aeN"| |a|€[L,m]}
avec pour « = (ag,...,a,) E N* |a|=ayg+ -+ an, al = ap!... ! et D* I'opérateur
crps . 9 \Q0 9 \an
différentiel (55-) ... (35)
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Pour ce changement de variables, J(Ay, ..., A,) = J(Ay,...,A,) et la différence entre ces
deux polyndmes doit étre nulle; soit :

|a|=m

DJ (Ao, s An)
> 2X! (h&° ... h%) =0 . (3.5)

|a|=1

Le premier terme de 'égalité (3.5) peut-étre considéré comme un polynéme en \. En
remplagant hj par sa valeur, nous obtenons le développement :

la|=m

ZDJ(AO;---, ﬁZCZAkZ _04 =0 . (36)

|a|=1 k=0 i=0

Le coefficient de A, obtenu avec | o |= 1, est égal & > i A;—4 aA = Ay(J). Pour un

entier j quelconque, le coefficient de A/ dans I’égalité (3.6), calculé avec | a [< j, est égal
a $A7(J). 11 s’en suit 'égalité suivante:

A
3!
Cette égalité est vrai quelque soit A € k*, donc J(Ay,..., A,) = J(Aq,..., A,) implique
que A;(J) = 0. D’autre part, en COHSlderant le changement linéaire de variables X —
X +uY et Y — Y ot u est une constante dans k*, nous obtenons pour k € [0, n:

_ )\2 3

n—k
Ap = A+ Z Cly i Ay
=1

k i N . 12 .
Posons g, = > CI~ ,’j " i Ay En recommencant le méme procédé que ci-dessus,

nous obtenons les égalités suivantes pour un polynome J € P:
J(A(]a---alen) = J(A0+gg,,An+gn)
|a|=m
D*J(Ag, ..., A,
= J(Ag, ..., Ap) + ( Oa' )

la|=1

(90°---9,™)

Si le polynome J est un invariant classique, alors J(Ay, ..., A,) = J(Aq,..., 4,). Il est
donc nécessaire que la différence entre ces deux polynomes soit nulle:

la|=m

Z DaJ(AO,'. LA H(Z Cz:}/:-i 1 Apd)® =0 ) (3.7)

la]=1 ' k=0 i=1

Le coefficient de dans le premier terme de 1’équation (3.7) obtenu avec | a |= 1 est égal
ay o ontit A & aA = Ay(J). Pour un entier j quelconque, le coefficient de p/ dans
égalité (3. 7) obtenu avec | a |< j est égal a ,A](J). D’ou

2

3
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Cette égalité est vrai quelque soit u € k*, donc J(Ay,..., A,) = J(A,...,A,) im-
plique que Ay(J) = 0. Nous avons donc montré que si J est un invariant classique,
alors Ay (J) = Ay(J) = 0.

Réciproquement, supposons que Aj(J) = Ay(J) = 0 ou J est un polyndéme de P supposé
homogéne de degré d et montrons que J est un invariant classique. Pour cela, nous allons
utiliser le lien entre invariants classiques et les semi-invariants.

Le polynome J est un invariant classique de poids ¢ si pour tout changement linéaire de
variables (¢;;) € GLy(k):

J(Ao,gl, . .,AH,X,?) = (C11022 — CIQCQI)QJ(A(),AI, . .,An,X, Y) N

Puisque Ay(J) = 0, alors J(Ay + go,..., An + gn) = J(Ao,..., Ay) et J est un semi-
invariant.

Il reste donc & montrer que J vérifie la condition (3.4). En considérant le changement de
variables X — Y et Y — X, nous remarquons que A, = —A; + (A, + Ag) et que par
conséquent J(Ap,...,Ag) = J(—Ao+ (Ao + 4n),..., =4, + (A, + Ap)). En supposant
que le polyndome J est de poids ¢, nous déduisons le développement en série de Taylor
suivant :

|a|=m n
DJ (A, ..., A, .
J(An, . Ag) = (=170 (Ao, ..., Ay) = ) ( Ua' )H(Ak+An_k) £ (3.8)
lee|=1 ) k=0

Enfin, en appliquant 'opérateur différentiel A; sur le deuxiéme terme de 'égalité (3.8),

nous remarquons qu’il s’annule et que par conséquent :
J(An, ..., Ao) — (=1)9J(Ap,..., A,) =0. O

Remarque 3.1.7. En développant en série de Taylor 1’égalité :
J(AO, Al, e ,An, X, Y) — (CHCQQ — Clzcgl)gJ(Ao, Al, Ce ey An, X, Y) s

ou J est un polynome homogéne de poids g et (¢;;) un changement linéaire de variables,
nous remarquons que le polynome obtenu est un polynome en les ¢;; et a coefficients les
différentes puissance de A; et A,. C’est donc un moyen de prouver la condition suffisante
du lemme 3.1.6, mais les calculs sont fastidieux et nous les avons simplifiés par les semi-
invariants.

3.1.4 Systéme complet d’invariants classiques irréductibles

D. Hilbert a prouvé qu’il existe un ensemble fini d’invariants classiques de formes binaires
de degré n qui générent algébriquement tous les autres. Ce résultat a marqué I’Algébre
au 20¢siecle. En effet, D. Hilbert a montré pour la premiére fois que ’anneau des poly-
nomes a un nombre fini quelconques de variables sur un corps est noethérien. A cause du
poids qui peut varier, les invariants classiques polynomiaux ne sont pas dotés de structure
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simple : pour un poids donné, nous n’avons qu’un k-espace vectoriel d’invariants classiques
polynomiaux. Le produit de deux invariants classiques en est encore un, mais le poids a
changé. Si bien que les les invariants classiques polynomiaux en (A, ..., A,) ne forment
pas une sous-k-algébre de la k-algébre des polynomes k[A,, ..., A,].

D. Hilbert a prouvé que n étant donné, il existe une suite finie (I, ..., ;) d’invariants
classiques en (A, ..., A,) possédant les propriétés suivantes:
(1) tout invariant classique en (Ao,...,A,) appartient a k[I1,...,L,], et

(2) pour tout i € [1,n], l'invariant I; n’appartient pas a k[(1;) cpm)\ (i3] -

La seconde propriété se traduit en disant que les I; sont un systéme d’invariants classiques
irréductibles (ces propriétés ne sont pas particuliéres aux formes binaires, elles s’étendent
aux invariants classiques des formes a un nombre fini quelconque A > 2 de variables.

Pour exprimer que les deux propriétés (1) et (2) sont vraies, nous disons que ([y, ..., I,,)
est un systeme complet d’invariants classiques irréductibles. Il n’y a en général pas uni-
cité d’un systéme complet d’invariants irréductibles. La théorie classique des invariants
explicite des systémes complets pour les formes binaires de degré 3 et 4. Des algorithmes
d’obtention d’un systéme complet pour les formes binaires de degré quelconque ont été
proposés depuis longtemps par Clebsch, Gordan et d’autres. Nous verrons dans le chapitre
4 comment utiliser I’algorithme 3.1.1 afin d’obtenir les premiers éléments (classés selon
les degrés) des invariants classiques irréductibles.

Algorithme 3.1.1 (InvariantClassique).
Cet algorithme calcule tous les invariants classiques homogénes de degré et poids fixés.

Fonction InvariantClassique(n,d,g) ==

Entrées: n, d, g trois entiers positifs.
Sortie : Tous les invariants classiques de degré d et de poids
g (s’il existe un tel invariant classique).

1. Si g# %d alors Pas d’invariants classique de poids ¢
Sinon :

2. Déterminer tous les mondmes M; en Ay, Ay,..., A, de degré d
et de poids ¢g. Soit 7 leur nombre.

3. Calculer les dérivées de Y. , X;M; par rapport a A; et A,
oi Xi,...,X, sont des inconnues.

4. Ecrire les deux polyndmes obtenus dans la précédente étape
sous forme de polyndmes & coefficients en Xiy,..., X, en les

variables Ay, Aq,..., A,.
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5. Résoudre le systéme linéaire des équations des coefficients
des précédents polyndmes. Les inconnues sont Xi,..., X,.
6. Si zj,...x, sont les solutions du systéme de 1’étape 4,

les invariants (s’ils existent) de degré d et de poids g¢
en Ay, Ai,..., A, sont donnés par )., z;M;.

Fin Si;

Fin.

FExemple 3.1.8. Si nous fixons n et d, nous pouvons déterminer grace a l'algorithme 3.1.1
I'invariant classique de degré d et de poids g = %nd, s’il existe. Soient n = 8, d = 3 et
g = 12. La forme générale d’'un polynome en Ay, Ay, ..., Ag de degré 3 et de poids 12 est

égale a:

P = X A} 4+ XoA3A6 + X3 A0 A2 + X A5 Ag + X5 Ao AL + Xe Az AgAs + X7 A AgAg +

Les X; pour (i € [1,13]) sont des inconnues. Les équations A;(P) = 0 et Ay(P) = 0 sont

alors:

Ay (P)

A (P)

12X, A3A2 + X2 (6A2A3 46 + 6A2A5) + X3(24; A2 + 10424, 45)+

Xy (441 Ay Ag + 8A3A7) + 12X5 A0 A5 Ag + Xo (342 A4 A5 + 442 A5 + 5A3A3) +
X7(2A1 A4 A6 +4A2A3A6 + 6A2 A4 A5) + Xg (241 A3 A7 + 3A3 A7 + TA A3 Ag)+
Xo(AgAsAg +5A1 A3 Ag + 641 A2) + X19(AogAsAr + 4A1 A3 A7 + TAL Ay Ag)+
Xll(A()AgAg + 3A1A2A8 + 8A1A3A7) + X12(5AOA4A7 + 7AOA5A6)+
X13(4A0A3Ag + 849As A7)

12X A2 A5 + X (104544 Ag + 24247) + X3(6A435A2 + 645 A5 Ag)+
12X, Ay A Ag + X5(8A1 A2 + 449 Ag A7) + Xo(5A2As5 + 4A5 A2 + 345 A4 Ag)+
X7(6A3A4A6 + 4A2A5A6 + 2A2A4A7) + X8(6A§A7 + 5A2A4A7 + A2A3A8)+
Xo(TAsAs Ag + 341 A2 + 24, A3 Av) + X1o(TAs Ay Ay + 44, As Ay + A, Ay Ag)+
X11(7A2A3A8 + 5A1A4A8) + X12(8A1A5A7 + 3A0Ac A7 + A0A5A8)+
X13(8A1A4A8 + 4AOA5A8)

Ces deux équations nous permettent de déduire le systéme d’équations suivant :

avec A;

X11 +4X13 =0 ( X12+4X13 =0
X104+ 8X13+5X12, =0 4X5 4+ 3X12 =
12X5+ X9+ 7X12 =0 Xi0+5X11+8X13 =0
4X, +3X1, =0 2X9 +4X10+8X2 =0
4X10+2Xs+8X;; =0 3Xy +8X5 =
5Xg+2X7;+7X1 9 =0 12X4 + 7X11 + X3 =0
2X; + 6X, =0 ) avec Ay % 2X7 + 7X10 +5Xg =
8Xy +3X5 =0 4X7 4+ 6X3 + 7X, =
7Xg +4X7 4+ 6X5 =0 6Xs + 2X, =0
3Xe +6X7+10Xs =0 10X, +6X7+3Xs =
4Xg +6X5 =0 6Xs3 +4Xg =0
5Xe + 12X, =0 L 0Xe + 12X, =0
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Nous en déduisons l'invariant classique homogéne de degré d = 3 et de poids g = 12 pour
n=2_§:

P = 1545+ 24A5 A + 24 A5 A2 + 3A5Ag + 340 A% — 36434445
—2245 A4 Ag — 8Ay A3 Ay — 8A  AsAg + 124, A A; — 44 A3 Ag
—4AgAs A7 4 AgAyAg

La détermination de tous les monémes en Ay, Aq,..., A, de degré d donné a été faite grace
a une amélioration de I'algorithme de calcul de monomes de la section 1.5.2 du chapitre
1. Nous avons en effet, choisit une structure combinatoire de données qui ne tient compte
que des degrés des monomes. L’implantation de ’algorithme 3.1.1 est faite en GAP et
nous utilisons la fonction solve de MAPLE pour résoudre le systéme (3.3) en des temps
de calculs trés rapides (de lordre de quelques secondes). Cet algorithme est détaillé dans
I’annexe C de ce mémoire.

Exemples 3.1.9. Pour n = 2 et d = 2, AgAs — A? est un semi-invariant et il apparait dans
la factorisation de tous les semi-invariants de n = 2 et de degré d pair.

Pour n = 4 et d = 2, nous trouvons le semi-invariant 44, A3 — 342 — A, Ay. Pour d = 6, le
polynéme %(AOAg — 24 A3 A+ Ay AT+ A3 — Ay AgAs)?(4A Ay — Ag Ay — 3A3)3 est un inva-
riant classique. L’invariant (Ao A2 —2A4, A3 A+ A A2+ A3 — Ay AgAy) (4A Az — Ag Ay —3A2)
est aussi retrouvé en appliquant ’algorithme 3.1.1 & d = 5. C’est cet effet de redondance
qui fait que le nombre d’invariants pour n fixé soit fini.

Soit f(z,y) = asx® + 6as2°y + 15a4x*y? + 20a323y> + 15a2%y* + 6a,7y° + agy® une
forme binaire de degré 6 a coefficient dans Q. Notons «y,...,as les 6 racines de g =

f(z,1) = 0 dans une extension classique du corps de ses coefficients. Alors le semi-invariant
_[2 (A(), N AG) == —]_OAg + 15A2A4 - 6A1A5 + A()AG vérifie :

]2((10, ey (16) = —10a§ + ].5(12(14 - 6@1(15 + apag
Qg 2
= —45(57) D (Co) — ) (a0 — @o)*(o(s) — o)’
o€ S

Notons © = (z; — z2)*(z3 — 24)*(x5 — 26)? et considérons le groupe H =<(5,6), (3,4), (3,5,4,6),
(1,2), (1,3,2,4), (1,5,2,6)>. Le polynome O est un H-invariant absolu de Sg (voir définition 1.1.1
du chapitre 1). Le polynome I(ay,...,as) détermine le coefficient sous dominant de la

résolvante ,Cgﬁ,g (voir chapitre 4).

D’une facon générale, il existe un lien entre les invariants classiques et des fonctions par-
ticuliéres de racines du polyndéme f. Nous utilisons dans la section suivante les notations
symboliques pour un algorithme qui détermine les invariants classiques en fonction d’in-
variants de groupes (associés a la théorie moderne des invariants). C’est une méthode
ancienne pour caractériser les invariants classiques que nous avons retrouvé dans diffé-
rentes lectures (voir par exemple [60], [14]| et [47]). Nous allons voir dans quel cas un
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3.2. Invariants classiques et Polynomes-différences

invariant classique est un invariant de groupe et nous implantons I’algorithme de passage
entre invariants classiques et invariants de groupes.

3.2 Invariants classiques et Polynomes-différences

Soit R ={0,1,2,3,...,u} un alphabet contenant la lettre u et une infinité d’entiers po-
sitifs. Les éléments de R sont appelés lettres symboliques.

Définition 3.2.1. A chaque entier ¢ de R nous associons les variables v; et p; et pour la
lettre u € R nous associons les variables x et y: 7 — (), u — (7).

[’anneau des polynomes a coefficients dans un corps k et en les variables pu;, v;, x et y
associées a R est noté U et est appelé Espace Symbolique.

Nous présentons dans cette section la notion d’opérateur symbolique qui nous permet
de représenter des polyndomes de P en fonction des éléments de ’espace symbolique U.
Nous appelons ces fonctions les polynémes-différences et nous montrons dans la section
3.2.1 comment retrouver des invariants classiques en fonction des polynomes-différences
et, vis-versa.

Définition 3.2.2. 'opérateur symbolique U des formes binaires de degré n est un opéra-
teur linéaire de I’espace Symbolique U dans ’anneau des polynomes P. L’action de 'opé-
rateur U sur un polynome P(p,vq,...) € U s’écrit sous la forme < U | P(pq,vq,...) >
et elle est définie par:

<U|phvp*> = A,  Vientier € R
<U|pvi> = 0 si k+1#n et Vientier € R
<U|z*> = (=)
<Ulyf> = XF
<U |l pkvh  aPyt> = <U | @] ><U | vk > ... <U 2P ><U|y? >
Tout polynome J € P peut s’écrire sous la forme < U | Q(p1,v4,...) > ou @ est un

polynéome de U appelé représentation symbolique du polyndome J (respectivement .J est
appelé Evaluation symbolique de Q).

Définition 3.2.3. Soit f(z,y) = >.p_,C¥ar2* y"~* une forme appartenant a F,. La
fonction linéaire symbolique associée a f(x,y), notée U(f), est définie par:

U(f) Uu — klx,y]
J(Ag, A1y . An, XY — J(ag,ay,...,a,,2,7)

Ezemple 3.2.4. Soit n = 3 et le polynome P = v} pavipsva + pivy + pdvs de U. Alors
<U | P>= A3+ AgA;z et pour f(z,y) = az2® + 3as2®y + 3a1 v y* + ao y>, nous avons:

PV s sy + vy + pivs =< U(f) | P >= a} + apas
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Définition 3.2.5. Soient v = (}}) et w = ({}) deux vecteurs de dimension 2. Un crochet
[v, w] est définie par:

v w1
v, w] = viwy —wvew; = det v w
2 Ws

Pour i, j,u € R, [i, j] = piv; — vip; et [i,u] = piy — v;x.

Notation 3.2.6. Le changement linéaire de variables (c;;) est noté [c, d] avec ¢ = (') et

d= (0_10222). Dans ce cas et pour tout entier i de R, la différence [i, ¢] est égale & p;c11 +vicon

et [7,, d] = WUiC12 + vicoo.

Proposition 3.2.7 (Kung-Rota). Soient (c;;) un changement linéaire de variables noté
par (c;;) = [c,d] et soit une représentation symbolique :

J(AO,Al,...,An,X,Y) =< U | P(Ml,Vl,MQ,VQ,...,I,y) >c P

Alors :
J(Ag, Ar, o A X, V) =< U | P(L el [1dl, 2, d], 2., .., e lwdly
05 431y e v oy SAny Ay - y Ul 4y YWy [25 ]y |4 ’“"[c,d]’[c,d] :
Preuve. voir |47] page 33. O

La notation de la définition 3.2.5 est a la base de la représentation symbolique d’un
polynome J(Ag, Aj,..., A,, X,Y) en fonction de J(Ag, Ay,..., 4,, X,Y) donnée par la
proposition 3.2.7. Il existe donc une représentation symbolique d’un covariant J en poly-
nomes fonction de différences. Un algorithme de calcul d’une représentation symbolique
d’un covariant sera présenté dans la section suivante (voir [47]).

3.2.1 Les polynémes-différences symétrisés

Un monome-différence est un élément A non constant de U qui s’écrit sous la forme de
produit fini de crochets [v, w] de lettres symboliques (v, w € R).

Ezxemple 3.2.8. Le produit de crochets
[3,2] [4, 1] [6, u] = (p3ve — pavs) (a1 — pava)(pey — V)

est un mondme-différence.

Définitions 3.2.9. La multiplicité d’'un entier ¢ dans un monome-différence M est le
nombre de crochets de M contenant ¢. Le monome-différence M est dit régulier de degré
d si pour tout ¢ apparaissant dans les crochets de M, la multiplicité de ¢ est égale a d.
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Définitions 3.2.10. Le poids d’'un monome-différence M est le nombre de crochets de
M qui ne contiennent que des entiers de R. L’ordre de M est le nombre de crochets de M
qui contiennent la lettre u. La Longueur de M est le nombre total de crochets dans M.

Exemple 3.2.11. Soit M = [4,2][3,1] [4,5] [7, u] un monome-différence. Le poids de M est
égal a 3 et son ordre est égal a 1. La multiplicité de 1 dans M est égale a 1, la multiplicité
de 4 dans M est égale & 2 et nous déduisons que le mondéme M n’est pas régulier.

Définitions 3.2.12. Un polynome-différence est une combinaison linéaire fini de mondémes-
différences. Ces polyndmes forment un sous-espace B de U. Les polyndmes-différences
qui sont combinaisons linéaires de monomes-différences de poids g sont dits polynémes-
différences de poids g.

Définitions 3.2.13. Soit P un polynome de B. Le polyndome-différence P est dit réqulier
de degré d si chacun de ses mondomes est régulier de degré d.

Le théoréme suivant nécessite que le corps k soit de caractéristique nulle (voir [80] et [47]).

Théoréme 3.2.14 (Le premier théoréme fondamental). Soit P un élément de B
qui est polynome-différence de poids g. L’évaluation symboligue < U | P > de P est
un covariant de poids g.

Réciproquement, Si J est un covariant de poids g de P alors, il existe un polyndéme-
différence P € B de poids g tel que J =<U | P >.

Ezemple 3.2.15. Posons n = 3 et soit f(x,y) € Fs. Soient M = [1,u]’[2, 3] un monome-
différence et N =3 _ g, 0-M un polynome-différence symétrique. Le polynome N égal a
> ey (oY = Vo) 2)* (Ha(2)Vo(3) — Vo(2)Ha(3))”, correspond au covariant appelé le Hessien
et noté H,:

Hm — (AOAQ — A%)XZ + (AUAg — AlAQ)XY + (AlAg — A%)YZ

Remarque 3.2.16. Les coefficients d’un covariant classique par rapport & x sont des semi-
invariants.

3.2.2 Représentation symbolique des invariants classiques

Le groupe symétrique S; de degré d agit naturellement sur les entiers de R: pour tout
entier i € R et pour toute permutation o € Sy, o(i) désigne I'image de i par o.

D’aprés le théoréme 3.2.14, un polynéme homogéne J de P admet pour représentation
symbolique un polynome de /. La forme générale d’'une représentation symbolique du
monome AP A% A X1y est donnée par:
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n
(<U| szouflyi”l*k . .ufdiyfd;k >)<U |y ><U|(-2)* >,

ou les ¢; sont des entiers de deux & deux distincts. Ainsi, une représentation symbolique
de AP A% Ad XerYe2 est de la forme:

"k on—k koon—ky, e e
( NN )yt (—z)2 . (3.9)
Définition 3.2.17. Un polyndéme P de U est dit réduit si pour chaque monoéme de P et
pour tout entier ¢ apparaissant dans P, le degré total en les variables pu;, v; dans P est
égal a n.

Définition 3.2.18. Un symétrique S(P) d’un polynéome réduit P € U est défini par:

ou 7.P est I'image par la permutation 7 du polynome P de U qui agit sur les d entiers
symboliques de P. Le polynome S(P) est un polynome-différence symétrisé de poids le
poids de P.

Proposition 3.2.19. Soit J =< U | P > un invariant classique de P ot P est un
polynome réduit en ju;,v; deU. Alors J =< U | S(P) >.

Preuve. D’aprés la définition 3.2.2, tout covariant classique admet pour représentation
symbolique un polynéme réduit. Soit P € U tel que J =< U | P >. Montrer que
J =< U | S(P) > revient a montrer que < U | M >=< U | S(M) > pour tout monoéme M
réduit de . Supposons M = []I_, (v %))% un monéme réduit avec k; € [0,n] et d; € N.
L’évaluation symbolique de M par U est égale & < U | M >= ﬁ > oesnar Hico AZ?.

Soit S(M) le symétrique de M : S(M) = ﬁ > oeSin (u’;i(i)yg(_i)ki)di. [’évaluation symbo-

lique de S(M) est alors égale a cellede M : < U | S(M) >= m > oesi Lizo Agi =<
U|M>. O

La proposition 3.2.7 réalise le lien entre les covariants J qui vérifient 1’équation (3.2) et
des polynomes en les variables p;, v; (et plus exactement les éléments de B). De plus, nous
avons le résultat suivant :

Algorithme 3.2.1 (ReprésentationSymbolique). Cet algorithme réécrit l’algorithme
de détermination d’une représentation symbolique d’un covariant classique donné par
J.P.S. Kung et G-C. Rota dans [47].

Fonction ReprésentationSymbolique(J) ==
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Entrée: Un covariant classique J € P.
Sortie: Une représentation symbolique S(P) de J: J=<U|P >
ot S(P) est un polyndme-différence symétrisé de U.

1. Pour tout mondme M = AP, ... A% XY de J Faire
2. Remplacer M par ([, , pkv)".. ./vefdll/gfk) Yo (—x)e
ou les i; sont des entiers deux & delllX zdistincts;
3. Calculer le symétrique S(P) de P;
Fin Pour ;
4. Retourner S(P);
Fin.

Preuve. Nous utilisons dans I'étape 1. de ’algorithme 3.2.1 'opérateur symbolique U
donné dans la définition 3.2.2. Le polynéme P € P obtenu dans I’étape 2. est bien une
représentation symbolique du covariant J de poids g de départ. En effet, J.P.S. Kung et
G-C. Rota ont montré dans [47] que:

S

e
=2
&

P([1,¢],[1,d],[2,],2,d],..., [

) = [Ca d]gP(:uhZ/laM?aV?a e ,[,Ln,l/n,Z',y)

o
&
o
&

Cet algorithme prends donc en entrée un covariant J et calcule un polynome-différence
symétrisé S(P) vérifiant J =< U | S(P) >. O

L’implantation de I’algorithme 3.2.1 au calcul d’une représentation symbolique d’un in-
variant classique est faite en MAPLE. Elle s’appuie sur la manipulation de listes. En effet,
pour faciliter 'automatisation de cet algorithme, les monomes Ago ... A% sont, considérés
comme des listes [dy, .. ., d,] de longueur n + 1 (voir annexe C).

Ezemple 3.2.20. Pour n = 2, le discriminant D = AyAy; — A? est un invariant classique.
La premiére étape de 1'algorithme 3.2.1 appliqué a D, calcule le polynome P = p2vi —
e v, La deuxiéme étape de ’algorithme calcule un symétrique de P qui n’est autre
qu’une représentation de D en terme des racines formelles de f € F,,:

1 1 1
S(P) =5 (mvs — [ign)? = S 2 et <UL 9? >= AgA, — A?
Pour f € F5, nous avons:
1 2 2
< U|§(/J,1V2 — /LQVl) >= Qpa2 — G
3.2.3 Invariants de groupes et Invariants classiques

Nous regroupons dans cette section les résultats connues ou moins connues pour exprimer
des invariants classiques de P en fonctions de polynémes-différences de B qui sont & leur
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tour des invariants de sous-groupes de S, (voir par exemple [16] et [11]).

Soit n un entier non nul. L’ensemble R sera restreint a l'ensemble fini {1,2,...,n,u}
contenant les n premiers entiers positifs et la lettre u. Les variables p;, v; sont appelées
racines formelles de JF,.

Soit un covariant homogéne J € P de degré d, d’ordre ¢ et de poids g et soit Y b;M;
une représentation symbolique de J. Le polynome ) b;M; est supposé étre un polynome-
différence réduit. Chaque monome-différence A; a un poids égal a g, un ordre égal a ¢
et une longueur h = g + t. D’autre part, nous remarquons que dans la représentation
symbolique de .J: 2h = dn +t. Ainsi, le poids g d’un covariant homogéne peut-étre déduit
de son degré d et de son ordre t grace a I’égalité:

29+t =dn
Cette relation entre le degré, 'ordre et le poids d’un covariant classique est aussi donnée

dans [60], [14] et [47].

Théoréme 3.2.21. L’espace vectoriel des covariants homogénes de P de degré d d’ordre
t et de poids g = %(dn —t) est isomorphe a Uespace des polynomes-différences symétrisés
formés par les n premiers entiers. Chaque entier apparait d fois et la lettre romaine
apparait t fois.

Preuve. La preuve est donnée dans [47]. O

Pour avoir le lien entre les invariants classiques et les invariants de groupes, nous allons
supposer que pour tout i € R, p; = o, v; = 1 et y = 1. Ainsi, un crochet [7, j] = o —a; et
[u,i] = x—aq. Les variables ay, . .., a;, sont considérées comme les racines de f(z,1) € F,:

f(z,1) = Z::() CF ay, o*

= a, H [u, 1]

=1
n

= a, H(x—ai)

=1

Il existe une relation entre les coefficients C¥a,_; de f(z,1) et ses racines:

C’fjan,k = (—1)kan Z Qi ve L Oy

1< <. <8 <n

Nous déduisons donc 1’égalité :

Qp,
o= (1Y gy (3.10)
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La substitution (3.11) définit une représentation d’un polynome de P en fonction des
racines de f(x,1):

A, — an, ,
kOn (3.11)
An—k < (_1) F WeSan(l) o T (k)
avec ri,...,x, n variables linéairement indépendantes.

Algorithme 3.2.2 (ReprésentationEnRacines). Cet algorithme réécrit un polynome
en Ao, ..., A, a coefficient dans k en fonction de A, et des variables xi,...,x, qui se
spécialisent en les racines de f(x,1). Il s’applique en particulier auz invariants classiques.

Fonction ReprésentationEnRacines(J) ==

Entrée: Un polyndme .J en les variables Ap,...,A, et &
coefficient dans k.
Sortie: Un polyndéme P en les variables zy,...,x, et A,.
1. P:=0;
. Pour tout mondme A ...A% de J Faire
3. M =)\

Pour k allant de 1 & n Faire

M =M ((_1)(717]6)%27@5%‘%”(1) . .Iﬂ(n,k))dk 5
Fin Pour ;
P:=P + \y A‘,il" M ;
Fin Pour ;
4. Retourner P ;

Fin.

Ezemple 3.2.22. Pour n = 4, soit J = 3A% — 4A, A3 + AgA, un invariant classique de
degré 2 et de poids 4. En utilisant I’algorithme 3.2.2, nous obtenons le polynome-différence
symétrisé N = %J avec:

A2
) D2 (@) = o) (Fom) — Tow)?

oE€Sy

N =(

Le polynome-différence symétrisé N est de degré 2 et de poids 4.
Pour exprimer un polynéme régulier de B symétrique en les racines de f en fonction de
covariants, nous utilisons le théoréme fondamental des fonctions symétriques et la substi-

tution suivante:
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ap — A, ,
k dn
(—1) F TFESnIW(l) oo T (k) — An—k~
De plus, il y a une égalité entre les degrés et poids d’'un polynéme-différence symétrisé
d’une part et ceux de l'invariant classique associé d’autre part.

Exemple 3.2.23. Soient n = 8 et M un polynome-différence symétrisé régulier de degré
d = 2 et de poids g = 8 sous la forme:
Ag 2
g) D (@) = To@)  (Ta3) = To@) (To(s) — Ta(e)” (Tar) — Tos)?
) 0ESs

M=

Il existe un invariant classique homogéne de degré 2 et de poids 8 égal a M : en utilisant
I’algorithme Invariant Classique de la section 3.1.3, nous obtenons un invariant classique
de degré d = 2 et de poids g = 8 égal a:

P = 35A] — 56A3A5 + 284545 — 8A; A7 + AgAg
Le polynome-différence M est donc un multiple de P et I’algorithme 3.2.2 nous montre
que P = 12600M. En notant a,...,ag les racines de f(r,1) = Y= Ci a; 2', nous
avons :

4ag)?
35a; — 56azas + 28azag — 8arar + agas = (ds) Z (o) = Qo (2)? (Ao(3) — Qo(a))”

3.3 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre des techniques connues ou anciennes de calcul d’in-
variants classiques. Ces invariants (associés a des formes binaires) sont homogénes et
isobares et s’expriment en fonction de polynomes-différences symétrisés.

L’algorithme Invariant Classique que nous avons implanté et prouvé permet de détermi-
ner des invariants classiques irréductibles qui représentent les premiers éléments (classés
selon le degré croissant) d’un systéme complet d’invariants classiques irréductibles. Notre
motivation est le calcul des coefficients de résolvantes particuliéres (résolvantes associés a
des invariants primitifs sous la forme de polynomes-différences: voir chapitre 4).

Le langage a beaucoup évolué dans le domaine des invariants classiques, mais il y a en-
core des structures algébriques a dégager pour pouvoir progresser dans ce domaine. Par
exemple, les algébres de Hopf, les A\-anneau, les représentations des algébres de Virasoro
permettent de réécrire de maniére compacte des multiples formules obtenues par Cayley,
Mac Mahon, Sylvester et d’apprécier plus justement 'apport de ces auteurs a la théorie
des invariants.
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Chapitre 4

Application des Invariants classiques au
calcul de résolvantes de Lagrange

Sommaire
4.1 Notations et Définitions . .. ... ... ... .. ...... 56
4.2 Coefficients des Résolvantes . . . . . ... ... ... .... 57
4.2.1 Résolvantes de Lagrange et invariants fondamentaux . . . . 58
4.2.2 Les polyndémes de Schur . . . . . . .. .. .. ... ... .. 29
4.2.3 Groupes de réflexions . . . . .. ... 59
4.3 L’automatisation de la méthode de Berwick . . ... ... 61
4.3.1 Invariants primitifs et semi-invariants . . . . . . . ... .. 61
4.3.2 Calcul de résolvantes par la méthode de Berwick . . . . . . 63
4.3.3 Conclusion . .. ... .. ... ... 66

Nous allons décrire dans ce chapitre un algorithme de calcul de résolvantes qui s’applique
aux invariants primitifs s’écrivant sous forme de polyndémes-différences symétrisés. C’est
un algorithme qui automatise la méthode de Berwick pour le calcul de certaines résol-
vantes dont les coefficients sont des invariants classiques.

Nous introduisons dans la section 4.1 les notions de base de la théorie de Galois et en
particulier les définitions des résolvantes absolues et relatives. Dans la section 4.2, nous
présentons deux méthodes de calcul des résolvantes qui nous ont été inspirées pour la
formalisation de la méthode de Berwick. A la section 4.3, nous présentons en application,
I’automatisation de la méthode de Berwick pour le calcul de résolvantes par les invariants
classiques.
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Chapitre 4. Application des Invariants classiques au calcul de résolvantes de Lagrange

4.1 Notations et Définitions

Le calcul du groupe de Galois d’un polynome se fait en utilisant des propriétés de groupes
et de certains polynomes assez particuliers appelés résolvantes. Le calcul de ces polynomes
se fait en calculant d’abord les polynomes invariants primitifs (voir définition 1.1.2 du cha-
pitre 1): en effet, une résolvante d’'un groupe H par rapport a L est un polynéme dont
les racines sont les différents conjugués d'un H-invariant L-primitif (les groupes H et L
sont deux groupes finis vérifiant H C L).

Notons B = {o74,...,0.} une transversale a gauche de L modulo H (e étant l'indice de
H dans L). Les classes a gauche de L modulo H sont o1 H, ... ,0.H.

Rappelons également que le groupe des permutations S,, agit naturellement sur I’ensemble
des variables {z1,...,z,} et que pour tout P € k[z1,...,x,] et 0 € Sy, 0.P(xy,...,2,) =
P(l‘a(l), RN ,afg(n)).

Notations 4.1.1. L’anneau des polyndémes en la variable T" et & coefficients dans un

corps k est noté k[T] et notons a1, ..., a, les racines de f dans une cloture classique k de
k.

Une relation entre les racines de f est un polynome R en n variables a coefficient dans k
tel que R(ay,...,a,) =0.

Définition 4.1.2. Pour tout polynome f € k[z] de degré net a = (ay, ..., a,) un n-uplet
de k formé de ses racines, notons Galg(a) le groupe de Galois de o défini par ensemble
des permutations laissant invariantes les relations entre les racines de f:

Galg(a) ={o € S | YR € k[zy,...,x,] si R(a,...,a,) = 0alors 0.R(ay, ..., a,) =0}

Fixons f un polynome de k[z] de degré n et posons a = («q,...,q,) oi ay,...,q, sont
les n racines de f dans k.

Fixons également L et H deux sous-groupes de S,, vérifiant H C L et choisissons © un
H-invariant L-primitif.

Définition 4.1.3. Soient H C L deux groupes de permutations agissant sur l’ensemble
des variables {z1,...,2,} et © un H-invariant L-primitif. La H-résolvante L-relative de
a est définie par:

Ly, =T[(T - (00)(,...,an))

oceB

Une H-résolvante S,-relative est appelée une H-résolvante absolue (parfois notée Lo f et
appelée résolvante de lagrange).

Le polynome L5 = [[,.5(T — (0.0)) est a coefficient dans R* = k[zy,...,2,]" et c'est
une H-résolvante L-relative dite générique .
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Théoréme 4.1.4. Soient f € k[x] un polynéome unitaire de degré n. Soient des sous-
groupes H C L C S, tels que Galy(a) C L. Posons © un H-invariant L-relatif et
a = (ai,...,qp) les racines de [ dans une cloture classique k de k . Alors:

1. L§,, € k[T,
2. S’il existe o € L telle que Galy(a) C cHo™", alors (0.0)(ay, ..., a,) € k.

3. Réciproquement, si (0.0)(aq,...,a,) € k et (0.9)(ay,...,an) € k est une racine
simple de Eé,a, alors Galy(«) est un sous-groupe de cHo™ 1. Dans ce cas, les ra-
cines de f peuvent étre ordonnées par a; = a,() de telle sorte que Galy(ov) soit un
sous-groupe de H.

Remarque 4.1.5. 1l est toujours possible de transformer f (en un polynéme qui a le méme
groupe de Galois) pour obtenir des résolvantes qui n’admettent pas de racines doubles.
Nous appliquons pour cela la transformation de Tschirnhaus sur f (voir [32]).

Pour calculer le groupe de Galois d’un polynome f de degré n, A. Valibouze et J.M.
Arnaudiés ont mis au point une méthode déterministe de calcul du groupe de Galois d’un
polynome s’appuyant sur la factorisation de résolvantes et les matrices de partitions. Dans
ce cas H est un sous-groupe appelé groupe test et le calcul de la résolvante absolue associée
a H est d’autant plus rapide que le degré de l'invariant primitif utilisé est petit (voir [73]).
Cette méthode a été optimisée: le degré des résolvantes absolues est assez grand et leur
factorisation est difficile mais souvent une factorisation partielle suffit (voir le travail de
F. Lehobey sur la factorisation de résolvantes [52] et [53| ). Une autre méthode appelée la
méthode de Stauduhar (voir par exemple [66], [19] et [74]) utilise la factorisation de résol-
vantes relatives associées a des H-invariants L-primitifs relatifs (H C L C S,). Elle utilise
le 3. du théoréme 4.1.4. 1l s’agit de tester si la résolvante a un facteur simple linéaire. Le
groupe de Galois est déterminé par inclusion successives dans le graphe des sous-groupes
et la résolvante étant calculée par des approximations numériques des racines. La méthode
analogue de K. Yokoyama qui consiste a utiliser des valeurs p-adiques pour déterminer si
une racine de la résolvante appartient a k est robuste et efficace. Il est donc recommandé,
pour calculer le groupe de Galois d’un polynome, d’avoir plusieurs invariants primitifs
relatifs et absolus de degrés petits, mais aussi de savoir calculer des résolvantes relatives
et absolues.

4.2 Coefficients des Résolvantes

Les méthodes de calcul des résolvantes dans cette section se basent sur ’étude de leurs
coefficients. D’apreés la définition 4.1.3, les coefficients des résolvantes génériques relatives
a un sous-groupe L du groupe S,, (o n est le degré du polynéme dont on cherche le groupe
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de Galois) sont des polyndomes L-invariants. Nous pouvons alors, comme nous allons le
voir & la section 4.2.3, écrire ces invariants en fonction d’invariants fondamentaux (chaque
invariant s’exprime comme un polynéme a coefficients dans le corps de base d’invariants
primaires et secondaires qui engendrent ’anneau R”. Voir chapitre 2 et [19]). Une autre
méthode plus ancienne utilisée par Cayley et Berwick consiste a déterminer les coefficients
de résolvantes en fonction d’invariants classiques.

Précisons que les coefficients d’une résolvante quelconque ne sont pas nécessairement des
invariants classiques. Dans la section 4.3, nous verrons qu’il y a suffisamment de telles ré-
solvantes. Nous expliquons également la méthode de Berwick pour le calcul de résolvantes
dont les coefficients sont des invariants classiques.

Soient H et L deux sous-groupes de S, tels que H C L et soit © un H-invariant L-primitif.
D’aprés le théoréme 4.1.4, si Eé,a admet une racine simple dans k alors le groupe de Galois
G de « sur k est un sous-groupe de H. Considérons le polynéme f suivant:

flr) = (z—a)-- (2 — )
= 2" —ex" e 2 — o (=1,

Nous observons que les coefficients de f en tant que polynéme en x sont symétriques en
les autres variables. En effet :

ep = T+t +x,
€2 = XT1To+T1X3+ "+ Tp_1Ty
€, = 1T *Tp .
Les polyndomes ey, eq,...,¢e, sont appelés polynomes symétriques élémentaires, I’anneau
. s . s . .
des polynomes symétriques en xq,...,z, est noté k[xy,...x,]”" et il est engendré par les

N 3 . s 1 2 . _ 2 7 7 A
polynomes symétriques élémentaires. Notons p;(x) = 2t + x4 + ...z le polynome somme
de puissances iéme. Nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.2.1. Soit k un corps de caractéristique nulle. L’anneau des polynomes sy-
métriques élémentaires est engendré par les n premiers polynomes sommes de puissances :

ke, .. 20" = ke, ... en] = k[p1, ..., pu]. (4.1)
Preuve. Voir [77]. O

4.2.1 Résolvantes de Lagrange et invariants fondamentaux

La proposition 4.2.1 montre que les polyndmes symétriques élémentaires et les polyndmes
puissances forment deux bases de I'anneau des polyndémes symétriques. Il y a d’autres
bases de k[xy,.. .xn]S” qui contiennent les polyndomes symétriques complets ou bien les
polynomes de Schur (les relations entre ses différentes bases sont d’un grand intérét en
algébre combinatoire [51] ou dans la théorie des représentations). Les polynomes symeé-
triques élémentaires sont également les plus célébres des invariants fondamentaux.
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4.2.2 Les polynémes de Schur

Le calcul des résolvantes absolues génériques se fait généralement en exprimant ses coeffi-

cients en fonction d’un nombre fini de polyndémes en x4, . .., x,. L’écriture des invariants de
degré d (coefficients des résolvantes) se fait ainsi dans une base de l’espace k[zy,. .., xn]gn
des polynomes symétriques de degré d. Notons k[x,.. :En]f" I’espace vectoriel des po-
lyndomes symétriques homogénes de degré d. Soit A = (A1, Ag, ..., A,) une partition de
I’entier d avec \y > Ay > --- > )\, et soit a) un polyndéme homogéne associé¢ a A définit
par:

‘,L,i\1+n*1 ‘,L,é\l‘HL*l o I21+n71

$1\2+an $é\2+n*2 o 1822-'_”_2

ax(z1, ..., x,) = det
:L’i\" :L’é\" . IQ"

Posons D =[], <, (zi—x;). Le degré total de ax(x1, ..., 7,) est d+(3) et les polynomes

sy = ay/D sont des polyndomes symétriques homogénes de degré d appelés les polynomes
de Schur associés a la partition \.

Remarque 4.2.2. Le mot partition est utilisé ici en son sens combinatoire classique, qui
différe de celui introduit dans le chapitre 1.

Corollaire 4.2.3. L’ensemble des polynomes de Schur associés aux partitions de longueur

. S
n de d forme une base du sous-espace vectoriel k[xy,...x,],".

Preuve. Voir [77]. O

Un invariant symétrique de degré d est une combinaison linéaire des polyndémes de Schur
associés aux partitions de longueur n de degré d. L’identification des coefficients des
résolvantes se fait alors suivant leur degré. De la méme maniére et dans le cas particulier
ot L est un groupe de réflezions, les coefficients de la résolvante L£§ sont fonction des
invariants primaires ITy, ... I, de k[zy, ..., xn]L :

4.2.3 Groupes de réflexions

Une matrice A € GL,, (k) est une réflexion si elle est diagonalisable et si une et une seule
de ses valeurs propres n’est pas égale a 1. Un groupe fini H de GL, (k) est appelé groupe
de réflexion s’il est engendré par des réflexions.

Théoréme 4.2.4 (Chevalley). L’anneau des polyndomes invariants par un groupe L C
GL,(k) est engendré par n polyndmes invariants homogénes et algébriquement indépen-
dants si et seulement si L est un groupe de réflexions.

Preuve. La preuve de la condition nécessaire est donnée dans [69] et la condition suffisante
est montrée dans [18]. O
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Corollaire 4.2.5. Soit L un sous-groupe de S,. L’anneau R" des polynomes invariants
par L est engendré par n invariants homogenes algébriquement indépendants si et seule-
ment si L =S,, X --- xS, avec Y .._in; =n (L agit par blocs de n; variables séparées).

Preuve. Si L = S, X +-- xS, tels que sznz = n et sachant que L agit par blocs de
n; variables séparées (c’est-a-dire que S, agit sur les z,, 4...n, 1k avec k € [1,n;]) alors

R%n est engendré par la famille E,,, des polynomes symétriques élémentaires ey, . . . , €,, qui
agissent sur les variables T, 4 ...on._ 115+ -+ Tngtotni_y +n;- L'anneau R est par conséquent
engendré par E,,, ..., E,, qui sont algébriquement indépendants: RY = k[zy,. .. ,xn]L =
k[E,,, ..., Ey,,]. La preuve de la condition nécessaire est dans [21]. O

D’une facon générale et pour un sous-groupe L de S,, A. Colin propose de calculer la
résolvante L£§ , en fonction des invariants fondamentaux. En effet, en notant ©; = ¢,.©
les e conjugués de © ou {oy,...,0.} est une transversale & gauche de L par rapport & H
et d’aprés la remarque 4.1.3, les coefficients de L& par rapport a 7¢, 71, T°2 ... sont
respectivement égaux a:

coeff (LE) = 1,
e
coeff, 1(LL) = - Z 0,
i=1
coeff,_o(LE) = Z 0,0,
1<i<j<e
-1
coeff; (LE) = (—1)° Z ©; -0, ;
1<y <...<ie_1<e
coeffo(LE) = (-1)°0,---0,
Les coefficients de £§ sont des polynoémes L-invariants. En les exprimant en fonction des
invariants fondamentaux II; et X; qui générent 'anneau kfz1, ... ,xn]L a l’aide du mo-
dule « invar », nous déduisons la valeur de £5. En spécialisant ensuite (zy,...,z,) en
(v, ..., ) dans les invariants fondamentaux, nous déduisons de la méme maniére une

spécialisation des coefficients de L§ et donc la valeur de L§ ,.

L’idée d’utiliser un systéme fini de polynomes pour déterminer les coefficients des résol-
vantes de Lagrange (et méme des résolvantes relatives) et a la base de l'utilisation des
invariants pour le calcul des résolvantes comme nous ’avons vu dans les sections 4.2.2 et
4.2.3. Nous proposons dans ce qui suit une explication de la méthode de Berwick pour la
détermination de résolvantes dont les coefficients sont des invariants classiques.

D’une fagon générale, nous allons voir qu’il existe un polynome ©, invariant sous ’action

d’un groupe H par rapport a .5, sous forme de polynome-différence, tel que les coefficients
de la résolvante L5 soient des invariants classiques:
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4.3 L’automatisation de la méthode de Berwick

Soit H un sous-groupe de S,. La méthode de Berwick pour calculer la résolvante £2
associée a un H-invariant absolu © consiste a exprimer ses coefficients en fonction d’un
nombre fini d’invariants classiques. La généralisation de cette méthode et son automati-
sation sont données par l'algorithme 4.3.1 qui calcule un coefficient de degré [ de cette
résolvante en fonction d’invariants classiques irréductibles de degrés inférieurs ou égaux a
[. Mais il y a d’abord des conditions a satisfaire par par ©. Remarquons en effet, qu’'une
fonction polynomiale homogéne et symétrique en les racines, par rapport aux différences
des racines, n’est en général pas un invariant classique. Ainsi, le polyndme-différence sy-
métrisé de (z1 — z2)? pour n = 4:

Ai((fbl — ZEQ)Q + (1’1 — 5133)2 + (Il — ZE4)2 + (ZL’Q — 5133)2 + (ZEQ — ZE4)2 + (1’3 - 5134)2)

est le semi-invariant 342 + 84,4, mais pas un invariant classique.

4.3.1 Invariants primitifs et semi-invariants

Dans ce qui suit, notons (K,j)(z‘,j)e{[1,n]2|z'¢j} une famille d’indéterminées. Soit I une partie
finie de {(i,§) € [1,n]” | i # j}. Notons € = {8 = (i) amer, -

Rappelons que f(z,y) = a,2™ + Cla, 12"y +-- + C" layzy" ! + agy™. Les o;
représentent génériquement une liste de racines déhomogénéisée de la forme f, c’est-a-
dire :

f(l‘, y) = anH:i:(z - aiy)

Les variables A; sont spécialisées en a; et les z; en «;. Notons le crochet [i,j] = z; — z;.
Nous utilisons le lemme suivant donné dans [60] :

Lemme 4.3.1. soit P un polynéme homogéne de degré d en les variables (}Q,j)(i,j)e{[l,n]z”#j}
définit par:

P=>"0s ] 07y

peé (1,4)€lp

avec Ag # 0 pour tout 5 € € dans P. Supposons que F(z1,...,x,) = P([i, ]] (i,j)ef) soit un
polynome symétrique en (xy,...,x,) et régulier (c’est-a-dire que pour tout 5 € &, le degré
de H(i,j)elﬁ([i,j]’gi’j) par rapport a chaque variable x; soit un méme entier d, indépendant

del et de ().
Alors la fonction polynomiale homogeéne de degré d de (Ao, ..., A,) définie par

I(Ag, ..., Ay) = (A F (x1, ..., 2)

est un invariant relatif (c’est-a-dire un invariant classique) de f. En conséquence, nous
avons 2g = nd.
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Preuve. Le lemme se déduit des faits suivants:

(1) Comme F(xq,...,z,) est symétrique de degré d en chaque z;, il est clair, d’aprés le
théoréme fondamental sur les polynomes symétriques, que (Ao, ..., A,) est une fonction
polynomiale homogéne de degré d en (A, ..., A,). Comme F ne dépend que des crochets
[i, 7], nous voyons que I(Ay,...,A,) est un semi-invariant de poids g.

1 1

= ...,—), d’aprés la deuxiéme partie
1’ ) Tn

(2) Quand nous remplagons (zi,...,x,) par (

de ’hypothése, le polynoéme F(zq,...,x,) se transforme en %F(xl, ..., Zy), donc

I(Ay, ..., A,) se transforme en (—1)91(A,,...,Ay) . D’aprés les propriétés des semi-
invariants, nous déduisons bien que I(Ay,..., A,) est un invariant classique. O

Théoréme 4.3.2. Soient H un sous groupe de S, avec n > 5 (n pair) et k un corps de
caractéristique nulle. Dans le k-espace vectoriel des polynomes f € kx| de degré < n, il
existe un ouvert de Zariski tel que pour tout f irréductible appartenant a cet ouvert, il
existe une résolvante de Lagrange ﬁg" associée o H dont les coefficients sont des inva-
riants classiques et dont la spécialisation Lo s a f est séparable.

Preuve. Soit H un sous-groupe de S, de cardinal h. Notons e l'indice de H dans S,,.
Nous allons utiliser le lemme 4.3.1 pour construire des invariants primitifs de H qui sont
aussi des invariants classiques de f et qui seront en général séparables.

Soit C' I'ensemble {{1,2},{2,3},...,{n—1,n},{n,1}}. Soit P, 'ensemble des parties a
n éléments de ’ensemble des 2-parties de [1,n]. Considérons I’action & gauche naturelle
de S, sur P,. Le stabilisateur S de C est le groupe (diédral de cardinal 2n) engendré
par le n-cycle (1,2,...,n) et la symétrie centrale k — —Fk, ol j désigne, pour tout j € Z,
I'unique élément de [1,n] congru a j modulo n.

Soit X une transversale & gauche de S, modulo S. Considérons une famille U = (U-), .y
d’indéterminées sur k(z1,...,x,). Pour toute classe a gauche C' de S,, modulo H, soit le
polynome Ve (U, xy, ..., 2,) € k[U, x4, ..., x,] défini par:

\Ifc(U, T, - V/En) = H(Z Ur H(xST(Z) o xST(H_l))Q)
seC T7eéX =1 (42)

i=n

- H(Z UT H((SsT(f),ST(H—_l))Q)

seEC TEX i=1

Soit u = (u,),ex une spécialisation de U dans k. Comme n > 5, le sous-groupe ﬂTGXTST_l,
qui est distingué et ne contient pas le groupe alterné A, est réduit a I’élément neutre.
Nous déduisons que lorsque s décrit Sy, les polynomes > . Ur [T:Z7 (05,(3) srrm)” SONE
deux a deux distincts. Donc comme k& est infini, I’ensemble D des spécialisations v de U
telles que les polynomes ¥ (U, x1, ..., z,) soient tous distincts est contenu dans le com-
plémentaire d’une hypersurface algébrique (c’est-a-dire est dense au sens de Zariski).

62



4.3. L’automatisation de la méthode de Berwick

Choisissons u € D, qui restera fixé dans ce qui suit.
Posons Oy (z1,...,2,) =¥y (U, z1,...,1,) et rappelons que S, /H dénote I’ensemble des
classes a gauches de S;,, modulo H. La résolvante de Lagrange

Anfl

Tefk
A, )

k=e
A
Ly (M= [] T-9cUa,...,2.) = Te+ZIk(u,A—O,...,
k=1 "

CeSn/H

est attachée au groupe H. Pour tout k € [1,e], nous déduisons du lemme 4.3.1 que

A Ap_y
Ji(u, Ag, o Ag) = (Ap) " L (u, =2, 22
k(ua 05 ) ) ( ) k(uv An7 ’ An )
est un polynome homogeéne de degré 4hk en (A, ..., A,) qui est un invariant classique.

Si maintenant nous spécialisons les A; en les éléments a; de & (la forme f étant supposée
k-irréductible donc séparable), la résolvante spécialisée Lo, ¢(T') sera certes une résolvante
de Lagrange de f associée & H, mais ne sera pas séparable qu’en général. Si nous notons
(aq,...,qp) une liste des racines de f dans une cloture algébrique k de k, la résolvante
Lo, est séparable si et seulement si pour toute permutation s € H distincte de I'identité,
il existe au moins une permutation 7 € X telle que

H(%T(Z) - %T(m))z # H(%(z) - aT(m))z .
=1 =1

Nous voyons bien qu’en général, cette condition sera réalisée (si elle n’est pas réalisée, il y
a des relations particuliéres entres les a;). Nous sommes donc assurés que génériquement,
quand le degré est pair, il y a bien « suffisamment » de résolvantes a coefficients invariants
classiques qui soient séparables. O

Remarque 4.3.3. Le théoréme 4.3.2 assure qu’il existe suffisamment d’invariants primitifs
sous forme de polynomes-différences dont la résolvante de Lagrange associée soit séparable
et admette pour coefficients des invariants classiques.

Ce résultat rend plausible I'existence, pour n’importe quelle forme spécialisée f irréduc-
tible, d’au moins une résolvante attachée a H qui soit séparable et dont les coefficients
soient des invariants classiques. En fait, il y a bien d’autres constructions possibles que
celles ci-dessus pour obtenir un H-invariant primitif © conduisant a une telle résolvante
(voir exemple 4.3.4).

4.3.2 Calcul de résolvantes par la méthode de Berwick

Supposons Ji, ..., J, r invariants classiques irréductibles de degrés inférieurs ou égaux a
[ inclus dans un systéme complet d’invariants classiques irréductibles pour n fixé (voir
section 3.1.4 du chapitre 3). Ces polynomes sont obtenus par 'algorithme Invariant-
Classique du chapitre 3 et vérifient :
(1) tout invariant classique en (Ao, ..., A,) de degré inférieur ou égal a [ appartient a
klJi, ..., J.], et
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(2) pour tout i € [1,n], l'invariant J; n’appartient pas a k[(J;) eqm\ (i} -

Pour déterminer ’expression d’un invariant classique I dans k[.J;, ..., .J,], nous considé-
rons tous les monémes M = J* ... J% tels que Y ._; d; = l. L'invariant classique I est
alors égal a > Ay M ou Ay € k.

L’écriture (1) rappelle le cas des invariants des groupes de réflexions qui sont engendrés
par un nombre fini d’invariants primaires, mais aussi les polyndémes de Schur qui générent
des espaces de polyndmes symétriques de degré d donné. Si les coefficients de la résolvante
LE sont des invariants classiques alors, en supposant que leur degré ne dépasse pas [, les
coefficients de L5 sont obtenus seulement avec J, ..., J,.

D’aprés le théoréme 4.3.2, il existe © un H-invariant S,,-primitif sous forme d’un polynome-
différence (voir égalité (4.2)) tel que £g ait comme coefficients des invariants classiques.
Soient d le degré de © et g son poids (voir définitions 3.2.12). Les e conjugués de O sont
aussi des polynomes-différences de méme degré d et méme poids ¢. Les coefficients de
L2r sont des polynomes-différences symétrisés ; les degrés de coeff,_1(£2"), coeff,_o(Le),
..., coeffo(L2r) sont respectivement égaux a d, 2d, . .., ed.

Algorithme 4.3.1 (MéthodeDeBerwick). Rappelons que les invariants classiques sont
des polynomes en les variables Aq, ..., A, et que les variables ay, .. .,a, désignent les co-
efficients de f(x,1) (voir section 3.1 du chapitre 3).

L’algorithme MéthodeDeBerwick est une automatisation de la méthode de Berwick
pour le calcul de résolvantes dont les coefficients sont des invariants classiques.

Fonction MéthodeDeBerwick(©®) ==

Entrée: Un polyndme H-invariant S,-primitif homogéne © sous
forme d’un polyndme-différence vérifiant (4.2).
Sortie: La résolvante Eg” associée a © (et Loy).

1. Poser d le degré de O et e 1’indice de H dans S, ;
Calculer les e conjugués de O: O,...,0,.;

2. Soit [ —ed;
Calculer les r invariants classiques .Ji,...,J,
irréductibles de degré <[ avec InvariantClassique ;

3. Pour k allant de 1 & e Faire

Déterminer coeff, ,(Lg') en fonction des invariants
classiques Ji,...,J, de degrés < kd;
Fin Pour ;
4. Remplacer A; par a;, dans Lg' (i € [1,n]) pour obtenir Eg’:a;
Retourner [,g" et Lg’:a;
Fin.
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Le coefficient coeffe_k(ﬁg”) est un invariant classique de degré kd. Il est donc clair qu’il
peut-étre obtenu par une combinaison des invariants classiques irréductibles de degré
< kd. En spécialisant les variables A; en a; (voir définition 3.2.3 du chapitre 3), nous
exprimons les coefficients de Eg” qui sont des polyndomes-différences symétrisés réguliers
en les racines de f(x,1) en fonction des coefficients a; de f(x,1). C’est ce que nous faisons
a I’étape 4. de I’algorithme.

L’exemple suivant reprends les diverses étapes du calcul de Berwick des équations de de-
gré 6 en utilisant la théorie moderne des invariants primaires et secondaires. Il est en effet
intéressant de voir ainsi liés sur cet exemple les deux aspects de la théorie des groupes
finis et des invariants classiques (c’est-a-dire par rapport au groupe linéaire entier) :

Ezemple 4.3.4. Fixonsn = 6et f(x,y) = agz®+6as2°y+15a.01y?+20a323y3 + 150002y  +
6a1xy® + agy®. Il y a 4 sous-groupes maximaux de Sg d’ordre 48, 72, 120 et 360. Les
résolvantes correspondantes sont de degrés respectivement 15, 10, 6 et 2.

D’autre part, un systéme complet d’invariants classiques irréductibles de Fg est une famille
de polyndmes classiques de degrés 2, 4, 6 et 10. Ils interviennent chacun dans les coefficients
des résolvantes absolues a calculer. Les calculs effectués dans [11] donnent :

1. Un invariant classique de degré 2 et de poids 6 est égal a:
IQ E —]_OAg + 15A2A4 - 6A1A5 + AOAG y
2. Un invariant classique de degré 4 et de poids 12 est choisi égal a:
A4
= 1620 D (@) = 202)*(To(1) — Tom) (To(z) — o)

o€ S

2

(IO'(4) - x(r(5))2(xa(4) - x(r(G))Q(IU@) - x(r(G))Q )

3. Un invariant classique de degré 6 et de poids 18 est égal a Js = —6415 + 811,.J, +
27000K4 ou Ky est un invariant du covariant de degré 4 de la forme:

kox + 4k123y + 6koxy? + dkszy® + kyyt = (AyAg — 4A3A5 4+ 3A3) 2"
+ 2(A1Ag — 3A5A5 + 2A3A,) 2%y + (AgAg — 9A Ay + 8A3)x%y?
+2(ApAs — 3A1 Ay + 245 A3) 1y + (ApAy — 4A1 A3 + 3AD)YY |
et K¢ = kokoky + 2k1koks — kok? — klky — k3,
4. Un invariant classique de degré 10 et de poids égal a

A=A I @on) = 20n)?

ogE€Sg

10n

—° = 30 est donné par

Posons Hjy le sous-groupe maximal de Sg d’ordre 120 (nous gardons les notations de
[11]). Un invariant primitif de Hy99 qui soit polynome-différence est égal a:

O = AZ((w1 — m2)* (23 — 74)* (w5 — 26)* + (21 — 3)° (35 — T2)* (w6 — 74)°

(z1 — 25)* (w6 — 13)% (T4 — 72)° + (21 — 26)% (24 — 25)* (29 — T3)

(21 — 1174)2(952 - 956)2(353 - 1175)2)

+
2+
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Il y a 6 conjugués de O et la résolvante associée a © est de degré 6 et ses coefficients sont
des invariants classiques: £g° = | I VAE CAC))P

L’invariant primitif © est homogéne de degré 2 et de poids 6. Le coefficient coeffG,k(ﬁg)
de T57% dans la résolvante Egﬁ est donc de degré 2k. Ainsi:

coeffg(Le8) = 1 ,

coeff5 (L20) = Aol ;

coeff, (L) = MIZ+ Ny

coeff3(L38) = NI+ MLJy + NsJs

coeffy (L) = Neld + N L2 Ty + Ne Do + Mo J2

coeffl (ﬁgﬁ) = )\10]25 + )\11]3174 + )\12]22J6 + )\13[2(]2 + )\14J4J6 + )\15A s
Coeff() (ﬁgﬁ) = )\15[3 —+ )\17[§1J4 + )\ISISJB —+ )\19[22JZ + )\20[2J4J6 —+

Aot Ji 4 Ao + Az LA

Les constantes \; appartiennent au corps des coefficients k. En spécialisant les A; en les
coefficients a; de f(z,1), nous obtenons la résolvante Lg 5 = Egﬁa ; elle est donnée par Mr
Gilham dans [11].

4.3.3 Conclusion

Nous avons proposé dans cette deuxiéme partie de la these de calculer des résolvantes en
utilisant des invariants classiques. Le principal apport de cette étude est de montrer qu’il
existe toujours un invariant (polynome-différence) dont la résolvante associée ait comme
coefficients des invariants classiques. Nous automatisons ainsi la méthode de Berwick au
calcul des résolvantes en la généralisant a toutes les résolvantes de Lagrange (Berwick a
été un des premiers avec Cayley a utiliser la technique de calcul des résolvantes avec les
invariants classiques). Nous avons par la méme occasion montré comment combiner les ré-
sultats modernes de la théorie des invariants (résolvantes, invariants fondamentaux) avec
des invariants classiques (polynomes-différences symétrisés, semi-invariants) pour calculer
I’outil de base de la théorie de Galois: les résolvantes.

Nos travaux futurs sur la théorie des invariants classique porteront sur la caractérisation
des invariants primitifs dont les coefficients des résolvantes relatives associées sont inva-
riants classiques. La méthode de Berwick sera alors généralisée aux résolvantes relatives.

Remerciements. Je tiens particuliérement & remercier Mr Arnaudiés qui a enrichi cette partie
de la thése par ses pertinentes remarques et son aide notamment dans la preuve du théoréme
4.3.2.
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Chapitre 5

Méthode hybride pour le calcul du
groupe de Galois
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Il s’agit dans cette partie de faire la synthése des deux premiéres parties de ce document,
en présentant la principale application a ce travail : le calcul du groupe de Galois d’un po-
lynome irréductible. Nous reprenons pour cela les résultats de ’article publié dans Notes
Informelles de Calcul Formel (voir [4]).

La section 5.1 présente quelques notations ainsi que la définition du groupe de Galois
en tant que sous-groupe du groupe algébrique linéaire G L, (k). Dans la section 5.2, nous
présentons une caractérisation du groupe de Galois et nous introduisons la méthode de
Hacque donnée dans [37].

Dans la section 5.3, nous présentons la méthode de GI-compléte pour le calcul du groupe
de Galois d’un polynéme. Cette méthode reprends la méthode de GI pour le calcul de
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'idéal des relations (voir [76]). La méthode GI-compléte se base sur 1’algorithme 5.3.1 qui
calcule le groupe de Galois de f a partir de I'idéal des relations. Dans la section 5.4, nous
combinons la méthode de Hacque avec la méthode GI-compléte en la méthode de Hacque
effective afin de rendre le calcul du groupe de Galois plus efficace.

5.1 Groupe de Galois et GL,(k)

Soit K une extension finie du corps k de degré n > 1. Fixons e = (e, €1, . .., €,,) une base
du k-espace vectoriel K tels que eg =1et m=n — 1.

5.1.1 Notations et Définitions

L’anneau des k-endomorphismes de K est noté L (K) et notons G Li(K) I’ensemble des
éléments inversibles de L£;(K). Le groupe de Galois de 'extension k | K est par définition
le groupe des k-automorphismes de K. Il est noté par Galy(K).

Posons M, (k) ’anneau des matrices n x n a coefficients dans k. Notons M., e], I'isomor-
phisme d’algébres qui & tout k-endomorphisme de L;(K') associe sa matrice dans la base
e:

M]., €] o LK) — M., (k)

g - Mg, €]

Il est facile de vérifier que le groupe des matrices inversibles de M, (k) noté GL, (k) est
isomorphe & G L (K).

Pour tout A € K, notons P\ 'endomorphisme multiplicatif de K" dans K qui & z dans K
associe A(z) = xA. Le corps K = {A € Li(K) | A € K} est isomorphe au corps K. Le
corps K = {M[X, €] € My(k) | A € K} est naturellement isomorphe au corps K. Nous
obtenons ainsi les isomorphismes suivants :

K:IA(:IC.

Le groupe des ¢léments inversibles de K (respectivement K) est noté K* (respective—
ment K*). Le groupe K* est isomorphe a K* et est inclus dans GLg(K): K* = {)\ €
GLL(K) | A€ K*}.

Posons K* = {M[X,e] € M,(k) | A € K*}. Alors K* C GLy(k) et nous avons les isomor-
phismes suivant :

K*~ K* ~ *)
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5.1. Groupe de Galois et GL, (k)

Définition 5.1.1. Soient G et H deux groupes tels que H C G. Le normalisateur de H
dans G, noté Nor[G; H], est égal a:

Nor[G;H]={a € G |aHa "' = H}.

Définition 5.1.2. Soit g € GLi(K). L’application ¢ est K-semi-linéaire si pour tout
z € K et pour tout A € K, il existe s € Galg(K) tel que g(z)) = g(x)s()).

5.1.2 Propriétés du groupe de Galois

Proposition 5.1.3. Le groupe de Galois Galg(K) est l'ensemble des éléments G Li(K)
qui soient K-semi-linéaires et qui vérifient g(1) = 1.

Galp(K) = {g € GLi(K) | g est K—semi—lineaire et g(1) = 1}.

Preuve. Nous remarquons que pour tout g € Galy(K), g est K-semi-linéaire et g(1) = 1.
Réciproquement, soit g une application K-semi-linéaire tel que ¢g(1) = 1, montrer que g €
Galy(K) revient a montrer que Vz € k, g(z) = z. Pour tout = € k, il existe s € Galy(K)
tel que g(z) = s(x).g(1) = s(x) = x. Ainsi, g € Gal(K). O

La proposition suivante dont nous donnons ici une preuve directe, est aussi une consé-
quence immédiate du lemme 2.1 de [36].

Proposition 5.1.4. Le normalisateur de K* dans GL(K) est égal a l'ensemble des ap-
plications de GLx(K) qui sont K-semi-linéaires.

Nor|GL(K); I?*] ={g € GLg(K) | g est K—semi—lineaire}.

Preuve. Soit g un k-endomorphisme appartenant a Nor[GLiy(K); K*]. Alors pour tout
A€ K* goXog te K* Pour tout A € K*, il existe u € K* tel que go X = Jio g; soit
s une apphcatlon de K* dans K* tel que s()\) it s est une application bijective de K*
dans K* parce qu’elle est surjective de K* dans K*. Montrer que g est K-semi-linéaire,
revient & montrer que g vérifie g(Az) = g(z)s(A) o s € Galg(K):

(i) Pour tout A € K*, nous avons go\ = s/(\)\)og; soit pour tout x € K, go/):(x) = @og(x)
et donc g(z\) = s(\)g(z).

(ii) Vérifions que la bijection s est un k-morphisme de K.
Soient \, p € K et x € K alors, d’aprés (i), g(x(A + p)) = g(x)s(\ + p). D’autre part,

g(@(A + p)) = g(xA) + glzp) = g(z)s(A) + g(x)s(p) = g(x)(s(A) + s(u)). Ainsi, comme

g#0, s(\+p) =s(\) +s(p).
g()s ((A p) et gxz(An)) = glzA)s(p) = g(z)s(A)s(p).

De la méme facon, g(z(Ap)) = =
Puisque g # 0, nous obtenons s(Au) A)s(p). Enfin, g(1) = g(1)s(1) et donc s(1) = 1.

Ainsi s € Galy(K) et Papplication g est bien K-semi-linéaire. Réciproquement, soit g une
application K-semi-linéaire. Montrons que pour tout A € K*, goAo g™ € K*.
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Par définition, pour tout A € K et x € K, il existe s € Galy(K) tel que g(Az) = g(x)s(A).
En particulier, pour tout A € K* et pour tout x € K, go o g (z)=go )\(g Y(z)) =

9(g7!(@)N) = g(g7"(x))s(\) = xs(A). Dot go Xo g~ = s(\).
Puisque A € K* et s € Gal,(K ) I’élément s()\) est inversible (i.e. s(\) € K*) et nous en
déduisons que I'application go Ao g~ ! € K*. O

Théoréme 5.1.5. D’apres les propositions 5.1.3 et 5.1.4, nous avons:
Galy(K) = {g € Nor[GLk(K); K] | g(1) = 1}.

Grice a lisomorphisme GL, (k) ~ GLi(K), le groupe de Galois en tant que sous-groupe
de GL,(k) s’exprime alors sous la forme suivante :

Galy(K) = {A € Nor[GL,(k); K*] | A(ey) = eo}.

5.2 Groupe de Galois Galy(K) sur GL,(k)

Nous présentons dans un premier temps une base de I* et une caractérisation des élé-
ments de Nor[G L, (k); K*]. Ensuite, nous introduisons le systéme de hacque du groupe de
Galois Galg(K).

Dans toute cette partie, nous nous donnons une matrice A de GL, (k).

Lemme 5.2.1. Si la matrice A de GL, (k) vérifie A(eg) = ey alors elle s’écrit sous la
forme :

I mo v Tmpo
0 o m

A= ' 71',1 ' v _ )1 (5'1)
0 TMm -+ VYmm

ot Vi,j € k pour (i,7) € [1,m] x [0,m] avec det(vi;); ;e m 7 0-

Preuve. Evident.

5.2.1 Caractérisation du groupe de Galois Galj(K)

Pour j € [0,m], posons M; = M][é;, e] la matrice de ’endomorphisme multiplicatif €; dans
la base e. Soit A € K et A, ..., Ay € k vérifiant A =377 (Aje;.
[’écriture

M\, e] = Z A M (5.2)
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donne une décomposition des éléments du corps K.
Pour que A\ appartienne au corps K*, les A; (j € [0, m]) ne doivent pas étre tous nuls.
Ainsi, (Mo, My, ..., M,,) est une base de K*.

La matrice A appartient & Nor[GL,(k); K*] si elle vérifie AK*A™' = K*, ce qui est
équivalent a:

Vie[l,m], 3 (o, i) €K™ —{(0,...,0)} AM; = ijoui,ijA . (5.3)

Corollaire 5.2.2. Soit A € GL,(k) et soit le systéme d’équations linéaires (5.4) déduit
de (5.3) :

AM; = Zm Oxi’ijA , 1€ [1, m], (54)
J:

ou les x; ; sont des inconnues. La matrice A appartient o Nor|G L, (k); K*] si et seulement

si le systeme d’équations (5.4) admet au moins une solution p = (ij)ic1,m)jclo,m dans
kmxn.

Théoréme 5.2.3. La matrice A de GL, (k) appartient au groupe de Galois Galy(K) si
et seulement si

e clle s’écrit sous la forme (5.1),

e le systeme (5.4) admet au moins une solution

Preuve. D’apreés le théoréme 5.1.5, le lemme 5.2.1 et la section 5.2.
O

Définition 5.2.4. Soit B = (b; ;)i jen,n) une matrice de M,y (k) ot les b; ; sont des in-
connues. Posons X = (;;)ic1,m],jco,m] Ot les x;; sont aussi des inconnues. Le systéme
d’équations:
m .
Bleg) =ey et  BM; = ijoa:i,ijB L i€ [1,m] (5.5)

est appelé le systéme d’équations du groupe de Galois Gal,(K) dans la base e.

Corollaire 5.2.5. Une matrice A appartient au groupe de Galois Galy(K) si et seule-
ment si le systéeme d’équations du groupe de Galois dans la base e (5.5) admet une solution
B = A et X = u pour un certain p € k™",

5.2.2 Systéme de Hacque de Galj(K)

Soit w € K un élément primitif de 'extension K du corps k (i.e. k[u] = K) et soit
u" — (@pu™ + - -+ + aju + ag) son polyndome minimal.
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Pour j € [0, m], nous pouvons poser e; = u/. Notons M, la matrice identité. Dans la base

(1,u,...,u™), M; = My’ ott My, la matrice de 1, s’écrit :
00 ... 0 ag
1 0 ... 0 a
Mi=| 01 ... 0 a
00 ... 1 ap
Lemme 5.2.6. Le systéme d’équations du groupe de Galois (5.5) dans la base (1,u, ..., u™)

est équivalent a:
B(GO) = €y et BM1 = Zj:OIijB . (56)

Preuve. Le systéme (5.5) entraine le systéme (5.6) est évident. Réciproquement soit i €
[2,m] et supposons que (5.6) soit vérifié. Alors

BM;B~" = (BM,B™")" = (ijoijj) - ijoijj
ol les y; appartiennent a k[xzo, ..., %] car (My, My,. .., M,,) est une base de K*.
U

Lemme 5.2.7. Si une matrice A € GL,(k) et p= (o, - . ., fim) vérifient le systéeme (5.6),
(i.e. B= A et (xg,...,2Tm) = p sont des solutions), alors A s’écrit sous la forme (5.1) et

fj = 71,5 pour j € [0,m)].

Preuve. 11 suffit d’exprimer AM; et MJ A pour j € [0, m], dans la base (1,u,...,u™).
U

Théoréme 5.2.8 (Hacque). Une matrice A appartient au groupe de Galois Galy(K) si
et seulement si la matrice A est inversible et

I vo v Ympo
0 AT B TYm,1 m

A= : f : tel que AM, = ijo 1,5 MjA
0 Mym -+ VYmm

avec ;. ; € k pour (i,7) € [1,m] x [0, m].

Définition 5.2.9. Le systéme AM; = Z?LO Y,; M;A du théoréme de Hacque est appelé
systéeme de Hacque.

Exemple 5.2.10. Pour f = 2°+2 de degré d = 6, le groupe de Galois est un groupe transi-
tif de Sg et c’est un sous-groupe de PGL(2,5). Soient V' = x3+ 2 x5+ 3 x; un Is-invariant
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PGL(2,5)-relatif et £€GL(2’5) la résolvante de f par V.

LR — (712 4 15444 T6 + 343064484) (T2 — 21164 T + 188183524)
(T2 — 572 T° + 470596) (T°® — 3456)*(T° + 128)*(T° + 2)?
(T" + 1012 T° + 19307236)*(T° — 54)*

Cette résolvante a un facteur irréductible simple F' qui n’est autre que le polynéome mi-
nimal de l'extension galoisienne de Q. Soit F' = T'? — 572T° + 470596. Alors n = 12

et:

00 0 ... 0 0 —470596

10 0 ... 00 0

01 0 ... 00 0
M=o ... .. 00 572

Do : Lo 0

00 O ... 10 0

0 0 O 0 1 1

Le systéme de Hacque a 144 équations et autant d’inconnues. Les matrices A de Galy(K)
s’écrivent sous la forme:

Y,0  7Y2,0 Y30 Y40 V50 V6,0 V7,0 V8,0 Y9,0 Y10,0 V11,0
Y1,1 Y2,1 ¥3,1 Y41 V5,1 V6,1 V7,1 Y81 Y9,1  Y10,1 V11,1
Y,2 Y2,2 3,2 V4,2 V5,2 V6,2 V7,2 V8,2 V9,2 710,2 V11,2
71,3 7Y2,3  7¥3,3 Y43 V5,3 V6,3 V7,3 8,3 79,3  7Y10,3 V11,3
Y1,4  Y2,4  Y3,4  Y4,4 V5,4 V6,4 V7,4 V8,4 V9,4 V10,4 V11,4
Y,5  Y2,5  7¥3,5 Y45 V5,5 V6,5 V7,5 V8,5 V9,5 V10,5 V11,5

0 726 73,6 Y46 V56 V6,6 V7,6 V8,6 9,6 V10,6 V11,6
Y2,7 V3,7 V4,7 V5,7 Ve, 7 Yr,7 0 V8,7 V9,7  Yi0,7 V11,7
72,8 V3,8 V4,8 V5,8 V6,8 V7,8 V8,8 79,8  7Y10,8 V11,8
72,9 V3,9  Y4,9 V59 V6,9 Y7,9 V8,9 79,9 V10,9  Y11,9
72,10 73,10 7Y4,10 75,10 76,10 V7,10 Y8,10 79,10 Y10,10 Y11,10
V2,11 V3,11 V4,11 V5,11 Ve, 11 V7,11 V8,11 V9,11 V10,11 V11,11

OO OO OO OO OO o

o O O OO

ou les v;; vérifient, entre autres, les équations suivantes qui font partie du systéme de
Hacque:

Y2,0 = 73,0 + 47059671 ,271,5 — 71,3(—47059671 4 — 47059671 5) — v1,4(—47059671 3 — 47059671 4 — 47059671,5) — v1,5(—47059671,2 —
470596+1,3 — 470596~1 4 — 47059671 5) = 0
¥2,1 — 2v1,071,1 + 4705961 3v1,5 — v1,4(—470596~1 4 — 4705961 5) — 71,5 (—470596~1,3 — 47059671 4 — 470596v1,5) = 0
Y2,2 = 271,071,2 — 75,1 + 47059671 4715 — 71,5(—47059671 4 — 47059671,5) =0
2,3 — 271,071,3 — 271,171,2 + 4705967%,5 =0
v2,4 — 271,071,4 — 271,171,3 — W%,z =0
¥2,5 — 271,071,5 — 271,171,4 — 271,271,3 =0
v2,6 — ¥1,171,5 — 71,2(V1,4 +57271,5) — v1,3(71,3 + 572v1,4 +572v1,5) — v1,4(v1,2 + 57271,3 + 57271,4 + 572v1,5) — v1,5(71,1 +57271,2 +
572y1,3 + 57271,4 + 57271,5) =0
v2,7 = 71,271,5 — 71,3(¥1,4 + 57271,5) — v1,4(v1,3 + 572v1,4 +572v1,5) — v1,5(7v1,2 +57271,3 + 572v1,4 + 572v1,5) =0
72,8 —71,371,5 — V1,4(71,4 +57271,5) — v1,5(71,3 + 57271,4 + 57271,5) =0

2,9 = 71,471,5 — ¥1,5(71,4 + 57271,5) =0
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¥2,10 — 7%,5 =0
72,11 — 71,171,5 — 71,2(71,4 +71,5) — 71,3(71,3 + 71,4 +71,5) —v1,a(v1,2 +71,3 +v1,a +1,5) —v1,5(vi,1 Fi2 1,3 1,4 +71,5) =0
73,0 — 71,072,0 + 47059671 172 11 — 71,2(—47059672 5 — 4705963 10 — 47059672 11) — 71,3 (—47059672 4 — 47059672 5 — 47059672 9 —
4705962 10 — 47059672,11) — 71,4(747059672,3 — 47059672 4 — 47059672 5 — 4705962 8 — 47059672 9 — 47059672 10 — 47059672,11) —
71,5(747059672,2 — 47059672 3 — 47059672 4 — 4705962 5 — 47059672, 7 — 4705962 8 — 47059672 9 — 4705962 10 — 470596')/2‘11) =0
v3,3 — Y1,072,3 — V1,172,2 — 7¥1,272,1 — 71,372,0 + 47059671 472 11 — v1,5(—47059672 5 — 4705967219 — 47059672 11) = 0
3,4 — 71,072,4 — V1,172,3 — 71,272,2 — 7¥1,372,1 — 71,472,0 + 47059671 572,11 =0
73,5 — 7¥1,072,5 — V1,172,4 — V1,272,3 — 71,372,2 — 7¥1,472,1 — ¥1,5672,0 =0
572v6,5 +v11,5 — 71,0711,5 — ¥1,1711,4 — ¥1,2711,3 — ¥1,3711,2 — ¥1,4711,1 — ¥1,5711,0 = 0
57296,6 +711,6 — 71,0711,6 — Y1,1(v11,5 +5727v11,11) — v1,2(v11,4 +572711,5 + 572v11,10 + 572v11,11) — v1,3(v11,3 + 572711,4 +
572y11,5 + 572v11,0 + 5727v11,10 + 572v11,11) — 7v1,4(v11,2 + 572711,3 + 572y11,4 + 5727115 + 572y11,8 + 572v11,0 + 57271110 +
572v11,11) — v1,5(v11,1 +572v11,2 + 572911,3 + 572v11,4 + 572v11,5 + 572v11,7 +572v11,8 + 572v11,0 + 572711,10 + 572711,11) =0
572v6,7 + 11,7 — 71,0711,7 — ¥1,1711,6 — ¥1,2(711,5 + 572711,11) — 71,3(v11,4 +572711,5 + 572v11,10 + 5727v11,11) — 71,4 (v11,3 +572711,4 +
572v11,5 +572711,0 +572711,10 +572711,11) —71,5(711,2 +572711,3 +572711,4 +572711,5 +572711,8 +572711,0 +572711,10 +572711,11) = O
572v6,8 +Y11,8 — 71,0711,8 — V1,1711,7 — 71,2711,6 — 71,3 (711,5 +572711,11) — 71,4(711,4 + 572711,5 + 572711,10 + 572711,11) —
71,5 (11,3 +572711,4 + 572711,5 + 572711,0 + 57271110 + 572711,11) = 0
5727v6,0 +711,9 — 71,0711,9 — Y1,1711,8 — 71,2711,7 — 71,3711,6 — 71,4(711,5 +572711,11) — 71,5 (v11,4 +572711,5 +572711,10 +572711,11) = O
57276,10 + 711,10 — 71,0711,10 — 71,1711,9 — 71,2711,8 — 71,3711,7 — 71,4711,6 — 71,5(711,5 + 572711,11) = 0
572v6,11 + 711,11 — 71,0711,11 — 71,1 (711,5 + 711,10 +711,11) — v1,2(711,4 + 11,5 + 711,09 + 711,10 +v11,11) — 71,3 (V11,3 + 11,4 + 11,5 +
~11,8 + 711,90 + 711,10 +711,11) — 7v1,4(711,2 + 711,3 +711,4 + 711,5 + 11,7 + v11,8 + 11,0 + 11,10 +y11,11) — v1,5(711,1 + 11,2 +
~11,3 + 711,4 + 11,5 +711,6 + 11,7 + 11,8 + 11,9 + 711,10 + 711,11) = O

Dans ce cas, et grace a une identification entre les générateurs des groupes candidats et
le systéme de Hacque, nous déduisons que le groupe de Galois est isomorphe au groupe
Diédral de cardinal 12 dans Sg.

La méthode de Hacque nécessite le calcul du polynéme minimal de I’extension galoisienne
engendrée par les racines d’un polynome f de degré d afin de calculer le groupe de Galois
Gal,(K) de f. Ce calcul réalisé directement, par une résolvante dite de Galois, est connu
comme exponentiel (en d!) (voir [78] et [48]). D’autre part, comme le polynéme minimal
est de degré 'ordre du groupe de Galois, il n’est pas intéressant d’utiliser la méthode de
Hacque spécialement lorsque I'ordre du groupe de Galois est trop gros.

Nous introduisons dans la section suivante la méthode de GI-compléte qui a pour avantage
de permettre, au bout d’un certain nombre d’étapes d’obtenir au moins I'un des résultats
suivants :

- le polynéme minimal cherché, en évitant le calcul exponentiel de la résolvante de
Galois,

- le groupe de Galois de f,

- la détermination de I’extension galoisienne (ce qui est équivalent & la détermination
de l'idéal des relations et entraine la détermination presque immédiate du groupe
de Galois.

5.3 La méthode GI-compléte

Soit f un polynome a coefficient dans & et de degré d et €2y un n-uplet des racines de
f dans une cloture algébrique k de k. D'une fagon générale o = (o, ..., a4) désigne un
d-uplet d’éléments de k.
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5.3. La méthode GI-compléte

5.3.1 Idéaux de Galois et Groupe de décomposition

Rappelons que S; désigne le groupe symétrique de degré d. Pour tout o € S; et a =

(a1, ..., aq) € k% posons o.a0 = (1), - - - Oo(n)). Notons k[T] 'anneau des polynomes en
la variable T a coefficients dans le corps k et rappelons que k[zy, ..., z,4] désigne 'anneau
des polyndmes en les variables x1, ...,z a coefficients dans le corps k. Soient J un en-

semble de polynomes de k[xq,...,24] et 0 € Sy. Alors o(J) ={o.P | P € J}.

Définition 5.3.1. L’idéal des Qg-relations, noté Iq,, est défini par:
In, ={P €klxy,...,2q] | P(Qf)=0}.
Définition 5.3.2. Le groupe de Galois de €2 est défini par:
Go, ={0 € S4|VP € Ig,, 0.P(y)=0}.
Un polynéme P € k[xy,...,z4] est une a-relation si P(a) = 0.

Définition 5.3.3. Soit L un sous-groupe de Sy. L’idéal IL des a-relations L-invariantes
est défini par:

I"={Rcklzx),...,vq | Vo €L, o.R(a) =0} .

L’idéal I3 est appelé idéal des relations symétriques et, d’aprés la définition 5.3.1, I,, est
I’idéal des a-relations associé au groupe identité de Sy.

Exemple 5.5.4.

Définition 5.3.5. Le groupe de décomposition Gr(I) d’un idéal I C klxy,...,x4] est
défini par:

Gr(I)={o€ Sy |o(l) =1}
Remarque 5.3.6. Gr(I) est un groupe et il est facile de montrer I’égalité suivante:
Gr(I)={o€ Sq|o(I) C I}

Remarque 5.3.7. D’aprés la définition 5.3.2, le groupe de Galois de €2y est le groupe de
décomposition de I'idéal Io, des (2;-relations:

GQf = {0’ & Sd | O'(IQf) = [Qf} = G?”(Igf)

G
Remarque 5.3.8. L’idéal des {2y-relations vérifie IQ;f = Iq, et si H C Gq, alors Igf = Ig,.
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Chapitre 5. Meéthode hybride pour le calcul du groupe de Galois

5.3.2 Détermination du Groupe de décomposition d’un idéal

Théoréme 5.3.9. Soient ¢1,...,gs des générateurs de l'idéal I dans k[xy,..., xz4]. le
groupe de décomposition Gr(I) de l’idéal I est le plus grand groupe G de Sy vérifiant :

Viell,s] et Viel,r] 75..€1, (5.7)
ol T, ...,T. sont les générateurs de G.

Preuve. Soit o € Gr(I) alors o(I) = I. En particulier pour chaque générateur g; de I,
nous avons o.¢; € I. Ainsi, Gr(I) vérifi la condition (5.7). Reste a prouver que Gr(I) est
le plus grand groupe vérifiant la condition (5.7).

Soit 7 € Sy tel que:

Viell,s], rgiel (5.8)

Soit g € I, alors il existe ty,...,tq dans k[xq,..., 24| tels que g = t1g1 + - -+ + t494. De
la méme maniére, 7.g est une combinaison linéaire de 7.9y, ..., 7.g4 sur k[zy,...,24]. En
utilisant I'identité (5.8), nous avons 7.g € I pour tout g € I. Alors 7 € Gr(I). O

Nous proposons un algorithme qui calcule le groupe de décomposition d’un idéal. Les
calculs intermédiaires du Groupe de décomposition d’un idéal utilisent la notion de base
de Gribner d’'un idéal de k[zy,...,z4] qui est un ensemble canonique de générateurs re-
lativement & un ordre donné sur les monomes 1, ..., z4.

La théorie des bases de Grobner est omniprésente en Calcul formel pour les problémes
traitant d’idéaux. Cette théorie fut développée par B. Buchberger dans [12] et des avan-
cées remarquables sont donnés dans [25] et [26]. La principale application des bases de
Grobner utilisée dans cette section porte sur le probléme d’appartenance a un idéal (voir
[28]) comme nous allons le voir dans 'algorithme 5.3.1.

Algorithme 5.3.1. L’algorithme calcule Gr(I) et il est exécuté avec ’appel: GDI (Base
de Grobner de I, L) ou I est un idéal et L un groupe de Liste Candidats contenant
Gr(I) (voir section 5.3.3).

Définissons les fonctions utilisées dans [’algorithme :

- La fonction Retourner renvoie le groupe de décomposition de l’idéal 1.

- Soit g une permutation de Sy. La fonction Ajouter (g, G) renvoie le groupe engendré
par la permutation g et les permutations de G.

Fonction GDI(Base de Grobner de I, Liste Candidats) ==
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5.3. La méthode GI-compléte

Entrée: Une base de Grobner g¢i,...,gs de [ ;
Un groupe L contenant Gr(I);
Sortie : Le groupe de décomposition G7([) de 1’idéal I.

1. Pour f € [ Faire
2. G:={};
3. Pour g € L Faire
4. Si g.f €I Alors
5. G := Ajouter(g, G);
Fin Si;
Fin Pour ;
6. L:=G;
Fin Pour ;
7. Retourner (() ;
Fin.

Preuve. A chaque étape, le groupe L se rapproche un peu plus du groupe de décomposition
de I. En effet, Le groupe converge vers un groupe qui laisse fixe I’idéal I de plus, d’apres
le théoréme 5.3.9, ’algorithme IDG se termine en un nombre fini d’étapes.
Le test d’appartenance a 'idéal I (voir étape 4.) est possible dés que nous considérons
une base de Grobner de I. En effet, g.f € I si et seulement si le reste de la réduction de
g.f par I est nul.

O

D’aprés la remarque 5.3.7, 'algorithme 5.3.1 appliqué a I'idéal I, calcule le groupe de
Galois Giq, = Gal(K) de f. dans ce cas, algorithme GDI prends en entrée un groupe L
contenant Gr(I) déterminé a partir de la liste Liste Candidats donné dans la section 5.3.3.

Pour calculer Gal,(K) en utilisant la méthode GI-compléte, nous devons d’abord déter-
miner une base de Grébner de _[Qf.

Une méthode de calcul de I, due a Tchebotarev (voir [71]) et & N. Yokoyama [58] consiste
a factoriser f dans des extensions successives de k jusqu’au corps de décomposition de
f. L’inconvénient de cette méthode est que son coiit est trés élevé et qu’elle utilise une
approche inverse de la méthode de la section 5.3.3 sur les groupes.

La méthode GI [76] calcule une chaine d’idéaux de Galois et en particulier I . L’algo-
rithme de calcul d’une base de Grobner des idéaux de Galois est en O(d). En effet, les
idéaux de Galois sont Cohen-Macaulay: la base de Grobner & d générateurs. De plus,
les idéaux de Galois ont la bonne propriété d’avoir des bases de Grébner pour 'ordre
du degré qui le sont aussi pour 'ordre lexicographique. Le calcul des générateurs se fait
grace a une modification de I'algorithme de calcul des ensembles triangulaires donné par
P. Aubry (voir [8] et [7]).

Nous présentons dans la section 5.3.3 la méthode GI pour le calcul de I'idéal des relations.
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Chapitre 5. Meéthode hybride pour le calcul du groupe de Galois

Cette méthode permet aussi de calculer le groupe de Galois d'un polynome.

5.3.3 Détermination des générateurs de /o, pour le calcul de Gg,

La méthode GI calcule les générateurs de l'idéal Io, a I'aide de résolvantes relatives en
descendant dans le graphe des sous-groupes de S, jusqu’a arriver a I'idéal des {2 ;-relations
donné par le groupe identité.

Soient © € k[x1,...,x4] et L un sous-groupe de Sy contenant le groupe de Galois G, de
f . Une résolvante L-relative de €2f par © est un polynome sur £ donné par:

L0, =11, 0T =¥ () -

Si L = &, alors cette résolvante, notée Lo s, est appelée H-résolvante absolue de f par ©.

Soient H un sous-groupe de S; tel que H C L et © un H-invariant L-primitif. L’invariant
© est dit L-séparable pour €2 si et seulement si O(§2;) est une racine simple de la résol-
vante £gq, -

Notation 5.3.10. Pour un ensemble F C k[zy,...,xz4], I'idéal engendré par E dans
k[xy,...,2zq4] est noté < E >.

Théoréme 5.3.11 (Valibouze). Soient H et L deuz sous-groupes de Sy tels que H C L

et Go, C L. Soient © un H-invariant L-primitif L-séparable pour Sy et F' le polynome
minimal de ©(Qy) sur k. Alors

Ig, =I5+ < F(©) >
Le polynome F' est un facteur irréductible simple de la résolvante Eé,ﬂf.

Preuve. voir théoréme 3.27 dans [76]. O

La méthode GI se base sur le théoréme 5.3.11 pour le calcul d’une chaine d’idéaux de
Galois. Elle utilise tout d’abord ’idéal des relations symétriques I;‘;’j et un sous-groupe L
contenant le groupe de Galois. Les premiéres étapes de la méthode GI produisent un idéal
de Galois Ingf et une liste Liste Candidats de sous-groupe de L candidats & étre groupe de
Galois de f.

Soient H un élément de Liste Candidats, © un H-invariant L-primitif L-séparable et
Eé,ﬂ ; une H -résolvante L-relative qui vérifient les conditions du théoréme 5.3.11. Nous

calculons un facteur F' de irréductible simple sur & de £§ g, ;- Nous réduisons ainsi la liste

Liste Candidats et nous déterminons Igf. Si H est un sous-groupe de Gg, alors d’apres
la remarque 5.3.8, nous avons:

I, =I5 +<F©)> |
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5.4. La méthode de Hacque effective

ceci est en particulier vrai lorsque H est égal au groupe identité de Sy.

Sila Liste Candidats est réduite a un seul élément, alors c’est le groupe de Galois de f.
Sinon, nous calculons une base de Grobner de I, et nous appliquons 'algorithme IDG &
cette base et & Liste Candidats.

Remarque 5.5.12. 1l est souvent intéressant de calculer I'idéal Io, qui est utilisé pour des
calculs sur le corps de décomposition de f. Souvent, la connaissance de I, est plus ins-
tructive que celle de Gq,.

5.4 La méthode de Hacque effective

Soit f un polynome & une variable, séparable, a coefficient dans k et de degré d et K
son corps de décomposition de degré n comme supposé dans la section précédente. Nous
avons vu dans la section 5.2.2 que la méthode de Hacque ne peut étre implantée sans
la connaissance d’'un polynéme minimal d’un élément primitif de I’extension galoisienne
k| K. Pour que la méthode de Hacque soit efficace, nous cherchons a déterminer dans la
section 5.4.1 un facteur particulier de la résolvante de (Galois pour déterminer un poly-
nome minimal de ’extension galoisienne de k.

Le but de la section 5.4.2 est de savoir dans quelles conditions la méthode de Hacque
pourra s’appliquer. Il s’agit alors de la combiner avec la méthode GI-compléte.

5.4.1 Polynéme minimal d’un élément primitif de & | K

Pour calculer un polynome minimal sur & d’un élément primitif de l'extension k | K, la
méthode historique consiste a calculer et a factoriser la résolvante de Galois du polynome
f (voir [78]). En effet, tout facteur irréductible simple de cette résolvante est le polynome
minimal d’un élément primitif de K sur k. Cette résolvante étant de degré d!, il est bien
évident que son calcul est voué a I’échec dés le degré d = 6. Or, chaque facteur sur k de
la résolvante de Galois suffit & déterminer un polynéme minimal d’un élément primitif de
K sur k. L’idée présentée ici, est de calculer un facteur sur £ d’une résolvante relative
particuliére en utilisant les informations données dans les premiéres étapes de la méthode
GL

Soient V' € k[xy,...,zq4], I le groupe identité de Sy et H C L deux sous-groupes de Sy
ou Gq, C L. Rappelons qu'une résolvante L-relative de 2y par V' est un polynome a une
variable T' sur k égal & E‘L/,Qf = [yerv(T—9(Qy)) et que si L = Sy alors cette résolvante
est notée Ly, s et est appelée résolvante de f par V.

Remarque 5.4.1. SiV est un H-invariant L-primitif alors la résolvante relative E‘L,’Qf est
de degré I'indice de H dans L (noté [H : L]) et elle est un facteur de la résolvante absolue

EV’f
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Chapitre 5. Meéthode hybride pour le calcul du groupe de Galois

Définition 5.4.2. Soit V' € k[zq,...,z,4]. La résolvante Ly, ; est dite résolvante de Galois
si elle n’a que des racines simples et si V' est un Iz-invariant Sy-primitif.

Proposition 5.4.3. Il existe toujours plusieurs polynomes V tels que la résolvante Ly g
soit de Galois et pour un tel V', les racines de la résolvante de Galois associée sont des
éléments primitifs de l'extension algébrique k | K.

Preuve. Puisque le corps k est un corps parfait infini et f un polynoéme irréductible (voir
[49] et [29]). O

D’aprés la proposition 5.4.3, nous pouvons toujours trouver un polynéome V' € k[zy, ..., x,]
tel que Ly s soit une résolvante de Galois. Soit F' un des facteurs irréductibles simples
sur k de cette résolvante de Galois. Sans perte de généralités, nous pouvons supposer que
V() est une des racines du polynoéme F sur k et F' est son polynome minimal sur k.
Soit L un sous-groupe de Sy contenant le groupe de Galois Ggq,. D’aprés la remarque
5.4.1, le degré de la résolvante relative E‘L/’Qf est égal a 'ordre de L dans Sy et E‘L/,Qf est
un facteur sur £ de la résolvante de Galois Ly ¢.

Ainsi, s’il faut éviter de calculer toute la résolvante de Galois, le probléme est alors de
savoir calculer la résolvante E‘L/,Qf pour un groupe L contenant le groupe de Galois G, .
Une fois un tel groupe L déterminé, le calcul de E‘L,’Qf est réalisable algébriquement sur

machine dés lors que l'ordre du groupe L est assez petit (voir [59] et [52] et les premiéres
étapes de la méthode GI-compléte).

5.4.2 La méthode de Hacque effective et la méthode GI-compléte

Déterminer un groupe L vérifiant les conditions de la section précédente s’inscrit naturel-
lement dans une méthode dont le but est aussi de calculer le groupe de Galois.
Rappelons que la méthode qui calcule le groupe de Galois d’un polynéme en utilisant les
idéaux de Galois est appelée la méthode de GI-compléte. Cette méthode calcule d’abord
l'idéal des relations en les racines de f (voir [6]) ensuite le groupe de Galois grace a 1'al-
gorithme 5.3.1.

La méthode de Hacque utilise les premiéres étapes de la méthode GI pour déterminer
un polynéme minimal d’un élément primitif de I’extension &k | K et puis le systéme de
Hacque qui caractérise le groupe de Galois de f.

Il est naturel de comparer cette méthode avec la méthode de Gl-compléte. Pour cela,
supposons que les premiéres étapes de la méthode GI nous donnent I’idéal de Galois Téf
et une liste Liste Candidats de groupes candidats a étre groupe de Galois et en particulier
le groupe L contenant Gg,. A ce stade, nous avons le choix entre la méthode de Hacque
ou la méthode de GI-compléte. Soit V un I4-invariant L-primitif.

Pour la méthode de Hacque, nous devons calculer et factoriser la résolvante L-relative
ﬁ‘L/,Qf. Soit F' un facteur irréductible simple sur £ de la résolvante. Nous déterminons le
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5.5. FErxemple de calcul du groupe de Galois pour d = 8

groupe de Galois grace a une identification des groupes candidats de Liste Candidats avec
le systéme de Hacque de F'.

D’autre part, la méthode GI-compléte calcule un facteur irréductible simple F' sur k de
la résolvante L-relative E‘L,’Qf. Apres le calcul de I, = Téf—l— < F(V) > et de sa base de
Grobner, nous appliquons 'algorithme 5.3.1 pour déduire le groupe de Galois de f.

Comme le polynome minimal d'un élément primitif de ’extension galoisienne de k est de
degré l'ordre du groupe de Galois, nous sommes amenés a utiliser la méthode de Hacque
comme derniére étape de la méthode GI plutot que la méthode GI-compléte lorsque le
groupe de Galois est de petite taille. Réciproquement, lorsque le groupe de Galois est
d’ordre élevé. C’est alors la méthode GI-compléte qui sera la moins cotiteuse.

Dans ce cas, 'l existe un groupe H de Liste Candidats contenu dans L et contenant G,
alors, au lieu de calculer E‘L/,Qf, nous allons considérer une résolvante L-relative associée

A H : soient © un H-invariant L-relatif et £§ o, la résolvante associée. Le degre de Lk o

est plus petit que ﬁ‘L/,Qf et elle est donc plus facile a factoriser. Nous obtenons de la méme
maniére o, et nous déduisons apres le calcul d’une base de Grobner de I, le groupe de
Galois de f grace a GDI.

5.5 Exemple de calcul du groupe de Galois pour d = 8

Notons 71, ... ,T50 = Sy les 50 sous-groupes transitifs du groupe symétrique Sg de degré 8
(& conjugaison preés) et rappelons que pour deux sous-groupes H et L de Sg avec H C L,
un polynome est dit H-invariant L-primitif si son stabilisateur dans L est H. Posons Ig
le groupe identité de Ss.

Considérons le polynome irréductible f(z) = 2® +4x +2, Q; un vecteur de C® des racines
(distinctes) de f et Gq, le groupe de Galois de Q2 sur Q.

1. Le polynome f étant irréductible sur Q, la classe de conjugaison de Gg, est une des
50 classes de sous-groupes transitifs de Ss.
Les 8 modules de Cauchy fi(z1), fo(x1,22),..., fs(x1,... ,23) du polynéme f en-
gendrent 1'idéal des relations symétriques entre les racines de f. Ce qui nous donne
une base de I'idéal de Galois Igj

En calculant le discriminant du polynéme f, nous remarquons qu’il se factorise en
21974 Le groupe de Galois de f est donc un groupe impair puisque le discriminant
de f n’est pas carré (ce n’est donc pas un sous-groupe du groupe alterné de Sg).
Soit Ty5 le sous-groupe (maximal) d’indice 35 dans T5y = Sg (et de cardinal 1152)
engendré par les permutations:

< (5,6)(7,8),(5,7)(6,8),(6,7,8),(1,2)(3,4), (1,3)(2,4),(7,8),(6,7),(3,4),(2,3),(1,5)(2,6)(3,7)(4,8) >
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Le degré des Tys-résolvantes absolues est égal a I'indice de Ty5 dans Sg (i.e. 35). Soit
O = 112122374 + TTer7rg Un Tys-invariant Sg-primitif. La factorisation sur Q de la
résolvante ﬁégl,gf est:

(T — 1)T*(T? — 8)5(T* — 8T?% + 14)*
(calculée avec le module SYM du systéme de calcul formel Mazima & partir de Igi)

(T'— 1) est un facteur irréductible simple sur Q: Gq, C Ti5. Remarquons que le
cardinal de la variété de l'idéal Ig‘}*f est égal & 1152. A partir des générateurs de
Ig‘f = T£i+ < ©; — 1 > nous calculons, avec le logiciel GB, la base de Grébner de
15;5 pour 'ordre lexicographique:

2 2 2 3 2 2 3 a4 4
<zg+z7+zestas, 27 +rre + 7T + 25 + veTs + 5,5 + vgTs +wers + w5, w5 2y + 1,24 + 23 22 21,

2 2 2 3 2 2 3 8 4
z3 + z3zr2 + 2371 + 25 +z2wy + 27,25 +zowy +xo2] H ), 2] +z] +2 >

. Soit le groupe test T35, sous-groupe d’ordre 128 du groupe Ty5 dont Oy = x7x8 +

T5Tg + T3x4 + X122 est un Tis-invariant 1Tys-primitif. La résolvante g“;gf calculée a
)

partir de Ig‘f se factorise sur Q en
T(T® —127° — 48T* + 19277 — 3584)

Alors G, C T35 et une base de Grobner de 'idéal 1 T35 pour I'ordre lexicographique
est égale a:

8 4 2 2 4 4 2 2
<z +x]+2, v+ 31,05 + 2,04 + T3, x5 + 2] + 1,06 + x5, 77 + 25, T8 + T7 >

S T, T
Remarquons que I58 C 15 C I5°°.
4 aue o, $y $y

. Soit Ty le sous-groupe de T35 dont l'ordre est 64 (i.e. d’'indice 2 dans T35) et notons

O3 un des Tyg-invariant Tss-primitif T35-séparable calculés avec le module GAP
PrimitiveInvariant. Le calcul de la résolvante g?’;,ﬂf aboutit a (7'—96) (74 608).
Nous en déduisons que GQf C Ty et:

T. 7 3 7 3 .4 4
IQ;G = < 2T3 — TsToTy — TpTaly, T7 + X5, 2T + TsTaTy + TsTaxy, Ty + 27 + 1,

2, .2 8 4
T4+ 21,03 + T2, x5 +27,2] +x] +2>

. La liste Liste Candidats obtenue avec la méthode GI contient & ce stade les sous-

groupes impairs de Ty :
Liste Candidats = {TI, T7, T16, T17}

Nous avons le choix entre calculer la Ig-résolvante Thg-relative et ensuite calculer
le systéme de Hacque ou encore appliquer la méthode de GI-compléte en calculant



5.6. Conclusion

I’idéal des relations. Mais puisque le degré de la résolvante a calculer est encore
¢levé (degré égal a 64), nous utilisons dans ce cas, une résolvante discriminante soit
la Tr-résolvante Tog-relative. En effet, nous remarquons que 77 C T7 C Tig et que
T; C Ti7. Soit © un Tr-invariant Thg-primitif. La résolvante Egﬁ‘}lf est un polynome
irréductible. La Liste Candidats est donc réduite a {1’} et le groupe de Galois de f
est (& conjugaison prés) égal a T7.

5.6 Conclusion

Suivant la complexité du probléme, nous choisirons la résolution d’équations grace au
systéme de Hacque ou la méthode GI-compléte. Les deux méthodes sont complémentaires
I’'une de I'autre selon que le groupe de Galois est d’ordre élevé ou non et elles constituent
une approche algébrique du calcul du groupe de Galois.

Il existe d’autres méthodes trés efficaces qui se basent sur des méthodes numériques: le
travail récent de J. Kliiners et K. Geissler [30] abouti au calcul du groupe de Galois de po-
lynomes irréductibles sur QQ de degré d = 15 dans le systéme KASH. Il s’agit de combiner
plusieurs méthodes de calcul de groupe de Galois en prenant comme ossature principale
celle de R.P. Stauduhar [66] et la méthode p-adique de Yokoyama pour leur approximation
des racines [82|. J. Kliiners et K. Geissler apportent en plus des améliorations intéressantes
pour éviter le calcul complet des résolvantes relatives lorsque des sous-groupes du groupe
de Galois sont déterminés (par des techniques modulaires ou des suites de Sturm,...). Ils
obtiennent ainsi un programme dont 'efficacité est effectivement remarquable.

Les implantations numériques sont combinés avec des méthodes inspirées des méthodes
algébriques de calcul du groupe de Galois comme celle des matrices de partitions [10],
[64] et [5]. C’est cette méthode de matrices des partitions (améliorée par les matrices des
groupes [74]) qui, combinée avec les idéaux de Galois, forme la méthode GI sur laquelle
nous travaillons.

Notons au passage que les méthodes p-adiques et numériques, ne sont plus applicables di-
rectement lorsque le corps des coefficients de f n’est plus Q mais Q(x) ou tout autre corps.
D’autre part, la méthode de Hacque étant une nouvelle approche du calcul du groupe de
Galois par une caractérisation grace a un systéme d’équations, une étude approfondie du
systéme de Hacque reste a faire pour résoudre certains problémes de Galois inverse.

En conclusion, chaque méthode connue permettant de calculer le groupe de Galois d’un
polynome a ses faiblesses ; certaines lorsque ’ordre du groupe est élevé, d’autres lorsqu’il
est petit, une autre (la numérique) lorsque les racines sont trop rapprochées, d’autres
encore lorsque les coefficients ne sont pas numériques ... Il ne faudrait donc pas opposer
ces méthodes, mais au contraire, considérer qu’elles se complétent en s’emboitant algo-
rithmiquement afin d’aboutir a des programmes efficaces.
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Chapitre 5. Meéthode hybride pour le calcul du groupe de Galois
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Conclusion - Perspectives

En étendant les travaux effectués dans le cadre de la théorie des invariants, nous avons
présenté dans cette thése un apercu détaillé des principales méthodes qui interviennent
en théorie de Galois effective: le calcul d’invariants primitifs et le calcul de résolvantes de
Lagrange a I’aide des résultats de la théorie des invariants classiques et modernes.

Les algorithmes étudiés dans un premier temps sont des algorithmes de calculs de po-
lynomes invariants primitifs. Nous avons amélioré dans ce contexte la technique de K.
Girstmair considérée comme une approche automatique de calcul des invariants primitifs
absolus. Nous avons implanté le module « PrimitiveInvariant » de calcul de tous les
invariants primitifs relatifs ou absolus de petits degrés, dans un systéme de calcul formel
(GAP). Ce module permet de déterminer tous les invariants primitifs réduits relatifs ou
absolues.

Nous avons ensuite réalisé une comparaison entre nos algorithmes de calcul et le mo-
dule invar de calcul d’invariants de G. Kemper. Utilisant le systéme de calcul formel
MAGMA, particuliérement bien adapté a la manipulation d’objets algébriques, ce module
reste moins efficace que « PrimitiveInvariant » en terme de temps de calcul d’inva-
riants primitifs relatifs.

Nous nous sommes intéressés aux invariants classiques et a leur lien avec les invariants de
groupes. En accordant une place essentielle a la manipulation de listes (dans 'implanta-
tion des polyndomes), nous avons prouvé et implanté un algorithme de calcul d’invariants
classiques de degré et poids donnés. Nous avons également implanté une méthode ancienne
pour exprimer des invariants classiques en fonction de polynomes-différences symétrisés
qui soient des invariants de groupes. Nous avons montré qu’il existe suffisammant d’in-
variants primitifs dont les résolvantes de Lagrange associées aient pour coefficients des
invariants classiques. Nous avons enfin présenté de maniére automatique la méthode uti-
lisée par E.H. Berwick pour le calcul de ces résolvantes.

Nous avons travaillé dans la troisiéme partie sur les idéaux de Galois. Nous introduisons
la méthode de Hacque effective pour le calcul du groupe de Galois. C’est une méthode
hybride qui caractérise le groupe de Galois par un systéme d’équations en tant que sous-
groupe du groupe algébrique linéaire. Méme si les résultats obtenus par des méthodes
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Conclusion - Perspectives

analytiques (ou numériques) sont souvent plus performants, nous pensons que pour com-
prendre les phénomeénes algébriques, pour maitriser les structures utilisées en théorie de
Galois et pour généraliser les calculs & des corps quelconques (corps non rationnels), les
méthodes algébriques restent une bonne solution. De plus, il est toujours possible de les
combiner avec d’autres méthodes.

D’autres investigations sur les invariants classiques et modernes feront 1'objet de futurs
développements et notamment sur une librairie en GAP sur les invariants des groupes
de permutations (en collaboration avec Mr. Thiéry [72]). Il serait également intéressant
d’étudier les propriétés des invariants dans des domaines d’applications comme 'imagerie
(voir [38] et [67]).
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Annexe A

Le module « PrimitiveInvariant » sous

GAP

Ce module est disponible sur les machines de 'UMS Medicis de 1’école polytechnique [1].
C’est un programme écrit en GAP qui généralise un algorithme donné par K. Girstmair
pour le calcul d’invariants primitifs absolus et minimaux.

L’utilisation de ce programme est trés facile: en effet il suffit d’introduire deux sous
groupes L et H du groupe symétrique de degré n vérifiant H inclus dans L.

La fonction « MinimalPrimitivelnvariants(n, L, H) » calcule tous les représentants de po-
lyndmes H-invariants L-primitifs de degré minimal.

La fonction « AllPrimitivelnvariants(n, L, H) » calcule tous les représentants des poly-
nomes H-invariants L-primitifs de degrés allant jusqu’a @

En application a la théorie de Galois et au calcul de résolvantes, n désigne le degré du
polynéme f, L le groupe candidat et H le groupe test.

Ce module comprends plusieurs fonctions. Nous commencons par calculer des combi-
naisons de listes qui représentent les poids des monoémes a n variables. Ensuite, nous
présentons les fonctions nécessaires au calcul des partitions et des ensembles essentiels.
Les corrections faites le 23/09/1999 pour le passage a la version 4 de GAP portent sur les
fonctions ConcatenationString et Sublist.

A.1 Combinatoire des listes

1. Un type t de m est une liste (t,...,t,) vérifiant ¢; + --- + ¢, = m. La fonc-
tion Calculsoustype(m,r) calcule tous les types de m de longueur r. La fonction
Calcultype(m) calcule la liste de tous les types de l'entier m. La longueur varie de
1 am.

Calculsoustype := function(m,r)
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Annexe A. Le module « PrimitiveInvariant » sous GAP

local resultat, k, sou, t, res, i;
resultat := [];
if (r=1) then
resultat := [[m]l];
elif (r=m) then
for i in [1..m] do resultat[i] := 1; od;
resultat := [resultat];
else
k := m-1;
while (k > r-2) do
sou := Calculsoustype(k,r-1);
repeat
if Length(sou)>0 then
t := soull];
if ( t[1] > m-k ) then
if Length(sou)>1 then
sou := sou{[2..Length(sou)l};

else
sou:=[];
fi;
else
res := Concatenation([m-k],t);

Append (resultat, [res]);
if Length(sou)>1 then
sou := sou{[2..Length(sou)l};

else
sou:=[];
fi;
fi;
fi;
until (sou=[]1);
k := k-1;
od;
fi;
return(resultat) ;
end;

Calcultype := function(m)
local sortie, sar, s, r;
sortie := [];
for r in [1..m] do
sar := Calculsoustype(m,r);
Append(sortie,sar);
od;
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A.1. Combinatoire des listes

return(sortie);
end;

2. La fonction w(t) calcule le poids du type t = (¢1,...,t.). Le poids de ¢ est par défini-
tion égal a w(t) = ta+-- -+ (i—1)t;+- - -+ (r—1)t,. La fonction listpoidstypes (m)
calcule tous les poids possibles et arrange les types de m par ordre croissant suivant
leurs poids. Listpartition s’applique a un type et une liste d’entiers ordonnés
d’une certaine maniére et la transforme en partition de {1..m}. Enfin, la fonction
insert(val,l,i) fait ce que son nom l'indique, ¢’est a dire insérer dans la liste 1
a 'indice i la valeur val.

w := function(t)
local j, somme, e, s;
j =1
somme := 0;
s := Length(t);
if s>1 then
for e in [2..s] do
somme := somme + ( t[e]l * j );
joi= g+
od;
fi;
return(somme) ;
end;

Listpoidstypes := function(m)
local 1, s, pc, rc, t;
1:=[1;
s := Calcultype(m);
Sort(s, function(l1,12) return w(l1)<w(12); end);
pc := 0; rc := rec(po := pc , ty := [1);
for t in s do
if (w(t)<> pc) then
Add(1,rc);
pc = w(t);
rc := rec(po := pc , ty := [t]);
else
Add(rc.ty,t);
fi;
od;
Add(1,rc);
return(l) ;
end;
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Listpartition := function(t,liste)
local 1, k, res, i, j, cou;
1 :=1;
k := t[1];

res := [Set(liste{[1l..kI1})];
for i in [2..Length(t)] do

1 := k+1;
k := t[i]l+k;
cou := Set(liste{[1l..k1});
Add(res,cou);
od;
return(res);
end;
insert := function(e,l,i)
return(Concatenation(1{[1..(i-1)]1},[e],1{[i. .Length(1)]1}));
end;

3. La fonction Setpartition(m,t) nous donne I'ensemble T'(t) de toutes les partitions
de m de type t. Les fonctions OnPart et OnSPart, calculent 'image d’une partition
ou d’une liste de partitions par une permutation.

Setpartition := function(m,t)
local temp, s, resultat;
temp := Arrangements([1..m],m);
resultat := [1;

for s in temp do
AddSet (resultat, Listpartition(t,s));
od;
return resultat;
end;

OnPart := function (part,g)
local 11,s;
11:=[1;
for s in part do
Append (11, [OnSets (Set(s),g)1);
od;
return 11;
end; ;

OnSPart := function (1lpart,g)

92
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local 11,s;
11:=Set ([1);
for s in lpart do
Append (11, [OnPart(s,g)1);
od;
return Set(11);
end; ;

A.2 Calculs d’orbites de partitions

1. Orbitepartition détermine 'orbite d’une partition 7' par un groupe. L’action est
induite par celle du groupe sur une liste d’entiers. systemeDeRepresentant (m,H,T)
nous donne un systéme de représentants des orbites de T" par H, ou les T" sont des
partition‘s de type t variant dans ’ensemble T'(¢). Cette fonction ne donne que les
partitions 7" d’orbites distinctes.

Orbitepartition := function(Hrelatif,T)
local res, g, K;
res := [];
K := Elements(Hrelatif);
for g in K do
AddSet (res,OnPart(T,g));

od;
return(res);

end;

Systemerep := function(m,Hrelatif,t)
local sortie, don, tempo, cou, T, a;
sortie := [];
don := [];
tempo := Setpartition(m,t);

for T in tempo do
cou := Set(Orbit(Hrelatif,T,OnTuplesSets));
if (cou in don)=false then
AddSet (sortie,T);
AddSet (don,cou) ;

fi;
od;
a:= rec(par :=[], orb := [1);
a.par := sortie;
a.orb := don;
return(a) ;
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end;

2. Partmpoids calcule toutes les partitions du systéme de représentants des orbites du

groupe Hrealtif de méme poids. Interstabor(G,A) calcule le groupe H(A), égal
a 'intersection des stabilisateurs par rapport a GG, de 'orbite de T par H, ou T est
dans A.

Partmpoids := function(m,Hrelatif,lis)
local sortie, t, cou;

sortie := rec(par :=[], orb := []);
cou := lis.ty;

for t in cou do
sortie.par:=Concatenation(sortie.par,Systemerep(m,Hrelatif,t).par);
sortie.orb:=Concatenation(sortie.orb,Systemerep(m,Hrelatif,t).orb);
od;

return(sortie) ;

end;
Interstabor := function(Gabsolu,A)
local res, K, T, U;
res := Gabsolu;
for U in A do
K := Stabilizer(Gabsolu,U,OnSPart);
res := Intersection(K,res);
od;
return res;
end;

3. Essentielset calcule des ensembles essentiels. C’est aussi grace a ces ensembles

particuliers qu’on obtient des invariants.

Essentielset := function(m,Hrelatif,Gabsolu)
local UO, GO, G1, G2, A, liste, s;
liste := Listpoidstypes(m); Print(liste);
s := liste[1];
U0 :=Partmpoids(m,Hrelatif,s) .par;
liste := liste{[2..Length(liste)]l};
GO := Gabsolu;
Gl := Gabsolu;
while (G1 <> Hrelatif and liste <>[]) do
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s := liste[1];
A := Partmpoids(m,Hrelatif,s);
G2 := Interstabor(Gabsolu,A.orb);
Gl := Intersection(G2,G0);
if (G1 <> GO) then
if (G1 = G2) then

U0 := A.par;
else
U0 := Concatenation(U0,A.par);
fi;
GO := G1;
fi;
liste := liste{[2..Length(liste)l};
od;
return(U0) ;
end;

4. Les fonctions suivantes transforment des partitions (respectivement une orbite de
partitions) en monome (resp. en polynomes). Polynomessentiel transforme un en-
semble essentiel en polynome.

Polynompart := function(T)
local a, i, j, 1, s, z;

a := uu;
s = 1;
T := T{[2..Length(T)]1};

if Length(T)<>0 then
if s=Length(T) then
for 1 in T do
for j in 1 do
if j=1l[Length(1)] then

a := Concatenation(a,"x_",String(j));
else
a := Concatenation(a,"x_",String(j));
#a := Concatenation(a,"x*x");
fi;
od;
od;
else
for 1 in T do
z :=1;
for j in 1 do
if s=1 then
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)
I}

Concatenation(a,"x_",String(j));
:= Concatenation(a,"*");
elif s=Length(T) then

if z<Length(l) then

)
I}

a := Concatenation(a,"x_",String(j));
a := Concatenation(a,"~",String(s));
a := Concatenation(a,"*");
else
a := Concatenation(a,"x_",String(j));
a := Concatenation(a,""~",String(s));
fi;
else
a := Concatenation(a,"x_",String(j));
a := Concatenation(a,""~",String(s));
a := Concatenation(a,"x");
fi;
z = z+1;
od;
s := s+i;
od;
fi;
fi;
return(a) ;
end;

Polynomorbit := function(H,A)
local P, T, 1i;

p .=,
for T in A do
if P<>"" then P := Concatenation(P,"+");fi;
P := Concatenation(P,Polynompart(T));
od;
return(P) ;
end;
Polynomessentiel := function(H,Ur)
local Pou, A, T, i, Sir;
i:=1;
Pou := "";

if Length(Ur.par)=1 then
Pou := Concatenation(Pou,Polynomorbit(H,Ur.orb[1]));
else
for Sir in Ur.orb do

if Pou= "" then Pou := Concatenation(Pou,String(i),"(");
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else
Pou := Concatenation(Pou,"+",String(i));
Pou := Concatenation(Pou,"(");
fi;
Pou := Concatenation(Pou,Polynomorbit(H,Sir));
Pou := Concatenation(Pou,")");
i := i+1;
od;
fi;
return(Pou) ;
end;

A.3 Ensembles Essentiels et Invariants primitifs régu-
liers

1. La fonction stabinter (Hrelatif,A) calcule la liste des orbites des partitions de A
sous l’action du groupe Hrelatif.
La fonction MinimalPrimitiveInvariants (m,Gabsolu,Hrelatif) nous rend une
liste de chaines représentant chacune un polynomes invariants primitifs de degré
minimal. La fonction Listessentiel nous donne la liste des ensembles essentiels
de tous les poids.

stabinter := function(Hrelatif,bA)
local res, T;
res := [1;
for T in A do
res := Concatenation(res, [Orbitepartition(Hrelatif,T)]);
od;
return res;
end;
MinimalPrimitiveInvariants := function(m,Gabsolu,Hrelatif)
local A, U, n, i, j, test, S, Pou, P, L, Ur, sortie;
Pou := [];

A := Essentielset(m,Hrelatif,Gabsolu);
n := Length(A);

sortie := [];

Ur := rec(par := [], orb := [1);

for i in [1..n] do

U := [A[il];

L := stabinter (Hrelatif,U);
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if ( Interstabor(Gabsolu,L) = Hrelatif ) then
Ur.par := U; Ur.orb :=L;

Pou := Concatenation(Pou, [Polynomessentiel (Hrelatif,Ur)]);
Add(sortie,U);

fi;

od;

A := Difference(A,sortie);

for i in [1..n-1] do

for j in [i+1..n] do

U = A{[i..j]};

L := stabinter(Hrelatif,U);
test :=true;

for S in sortie do

if IntersectionSet(S,U)=S then
test:=false;

fi;

od;

if test and ( Interstabor(Gabsolu,L) = Hrelatif) then
Ur.par := U; Ur.orb := L;

Pou := Concatenation(Pou, [Polynomessentiel (Hrelatif,Ur)]);
Add(sortie,U);
fi;
od;
od;
return(Pou) ;
end;
Listessentiel := function(m,Hrelatif,Gabsolu)
local UO, GO, G1, G2, A, liste, s, L, res;
res := []1;

liste := Listpoidstypes(m);

s := liste[1];

L := Partmpoids(m,Hrelatif,s);

U0 := L;

liste := liste{[2..Length(liste)]l};

GO := Gabsolu;

Gl := Gabsolu;

while (liste <>[]) do

while (G1 <> Hrelatif) do

s := liste[1];
A := Partmpoids(m,Hrelatif,s);
G2 := Interstabor(Gabsolu,A.orb);
Gl := Intersection(G2,GO0);
if (G1 <> GO) then
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if (G1 = G2) then

U0 := A.par;
else
U0 := Concatenation(UO,A.par);
fi;
GO := G1;
fi;
liste := liste{[2..Length(liste)l};
od;
Add (res,U0);
U0 := L;
GO := Gabsolu;
G1 := Gabsolu;
od;
return(res);
end;

2. La fonction TransitiveMinimalPrimitivelInvariants calcule la liste des inva-
riants primitifs absolus de tous les groupes transitifs de 5,,.
La fonction A11PrimitiveInvariants (m,Gabsolu,Hrelatif) nous rends une liste
de chaines représentant des polyndémes invariants primitifs de tous les degrés pos-
sibles.

AllPrimitiveInvariants := function(m,Gabsolu,Hrelatif)
local A, sortie, U, n, i, j, test, S, P, B, Pou, Ur, L;
Pou := [];

B := Listessentiel(m,Hrelatif,Gabsolu);
for A in B do
n := Length(A);
sortie := [1;
Ur := rec(par :=[], orb:=[]);
for i in [1..n] do
U := [A[il];
L := stabinter(Hrelatif,U);
if ( Interstabor(Gabsolu,L) = Hrelatif ) then
Ur.par := U; Ur.orb :=L;

Pou := Concatenation(Pou, [Polynomessentiel (Hrelatif,Ur)]);
Add(sortie,U);
fi;
od;
A := Difference(A,sortie);

for i in [1..n-1] do
for j in [i+1..n] do
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U := A{[i..j]1};
L := stabinter(Hrelatif,U);
test :=true;
for S in sortie do
if IntersectionSet(S,U)=S then
test:=false;
fi;
od;
if test and ( Interstabor(Gabsolu,L) = Hrelatif ) then
Ur.par := U; Ur.orb := L;
Pou:=Concatenation(Pou, [Polynomessentiel (Hrelatif,Ur)]);
Add(sortie,U);
fi;
od;
od;
od;
return(Pou) ;
end;

TransitiveMinimalPrimitiveInvariants := function(n,k)
local G;
G:=SymmetricGroup(n);
return(MinimalPrimitiveInvariants(n,G,Subgroup
(G,Generators0fGroup(TransitiveGroup(n,k)))));
end;
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Annexe B

Implantations et Résultats
Expérimentaux

Nous présentons dans cette partie les résultats expérimentaux du module informatique
« PrimitiveInvariant » sous forme de tables. Les calculs ont été effectués sur des ma-
chines (Compaq XP /1000 - Alpha EV6 de 500 Mhz 640 Mo).

Les deux premiéres colonnes des tables désignent repectivement l'indice des groupes L
et H C L dans la liste des représentants des sous-groupes de S,,. Cette liste est obtenue
grace aux coommandes suivantes du sytéme de ‘calcul formel GAP:

- S:= SymmetricGroup(n) ; ;
- a:= ConjugacyClassesSubgroups(S) ; ;
- List(a,Representative) ; ;

Par exemple, pour n = 4, le tableau suivant représente la liste des représentants des sous-
groupes de S,, et leur indices:

[ Numéro | Groupe associé [[ Numéro | Groupe associé
2 < (4,5) > 11 < (4,5),(1,2,3) >
3 <(2,3)(4,5) > 12 <(4,5),(2,3),(2,4)(3,5) >
4 <(3,4,5) > 13 <(1,2,3,4,5),(2,5)(3,4) >
6 <(2,3)(4,5),(2,4,3,5) > 15 <(4,5),(1,2,3),(2,3) >
7 < (47 5)’(2’ 3) > 16 < (1’27 3’ 475)’(2’ 5)(374)7(27 4757 3) >
8 <(1,2,3,4,5) > 17 <(2,3)(4,5),(2,4)(3,5),(3,4,5), (4,5) >
9 < (3,4,5),(4,5) > 18 <(1,3,2),(2,4,3),(2,3)(4,5) >
10 < (3,4,5),(1,2)(4,5) > 19 S5

TAB. B.1 — Représentants des sous groupes de S,

La troisiéme colonne des tables des sections B.1 et B.2 représente des invariants primitifs
relatifs ou absolus de degré minimal. Leur temps de calculs donnés dans la quatriéme
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colonne des tables.

Si nous avons choisi le logiciel de calcul formel GAP, c’est a cause de la simplicité de
ses fonctions et de la structure des objets qu’il manipule, bien adapté aux modéles de
calcul utilisés. C’est aussi & cause de la richesse de sa bibliothéque sur les groupes (la
bibliothéque des groupes n’existe presque pas en AXIOM et ALDOR).

B.1

B.2
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Invariants primitifs relatifs et absolus pour 5;

L H] H-invariant L-primitif minimal | Temps (CPU) en 103 s |
5 2 T4+ T3 41
6 2 TaT4 + T123 46
6 3 T2 15
7 2 T4+ T3 18
8 3 x4 + T3 18
8 4 :1:32:?1 + m:v% + :vg:v§ 42
9 2 1(:E31'4) + 2(:1;'2:E4 + 1’11’3) 90
9 3 Ts 24
9 5 ToTq + 123 27
9 6 T4+ T3 17
9 7 xng + :L‘3:L‘§ + x4xf + :L‘1:L‘§ 39
10 2 x4 + T3 16
10 4 T4+ 3 + T2 14
10 5 r3T4 + 172 33
11 2 1(:1:33:4) + 2(:1;'2:E4 + 1’11’3) 109
11 3 1(:E4+Z'3)+2(1'2) 60
11| 4 z3w2 + 423 + T273 243
11 5 1(z3za + x122) + 2(T204 + T123) 70
11 6 x4 + T3 19
11 7 IQIZ + mgm% + x4x% + :L‘1:L‘§ 52
11 8 x4 + 3 + T2 15
11 9 :1:3:1:4 + 1’11’2 30
x2x3x4 + x3x4:v2 + x4x2x3 + :1:1:1:4233
11 10 +m3m2m4 + z4x2m1 + :L‘m:ﬁxi + x2m4m‘;’ 87
+m4mfm2 =+ I1I3ZL‘Z =+ mszx3 + xgmﬁm‘;’

TAB. B.2 — Invariants primitifs de Sy

Invariants primitifs relatifs et absolus pour Sj



B.2. Invariants primaitifs relatifs et absolus pour Sy

[L [ H] H-invariant L-primitif minimal | Temps (CPU) en 10° s
9 3 To + x8 174280
10 2 T7 174890
10 3 T7T9 + Texs 464810
11 3 T9 + T8 174470
12 3 Ts5 174840
13 4 Tg + T8 175030
14 3 Ts5 175310
14 4 T5T9 + T4TS 463240
15 3 Tg + T8 174600
16 2 T7 174810
16 5 T7T9 + Texs 463350
17 2 T7 175160
17 4 T7T9 + Texs 462970
18 3 To + x8 175080
19 3 To + x8 174960
20 3 9 + T8 174770
21 4 Tg + T8 173610
22 3 Ts5 174700
23 5 Tg + T8 174640
25 2 Tg + T8 174590
25 | 6 r3T2 + v9T3 + T7T2 1763590
26 6 T6 173600
27 2 T7 175330
28 6 Te 174410
29 6 T6 176530
30 8 Tg + T8 + x7 175990
31 6 T6 175940
32 6 T6 175310
33 8 TEIs + T5x7 + TaTg 462550
34 2 T7 174790
35 8 To + x8 + x7 175040
36 5 To + x8 174830
37 7 To + x8 + x7 174610
38 7 Trers + T5x7 + x4x9 463100
39 5 Tg + T8 175240
40 8 Tg + g + x7 174780
41 8 T3 175130
43 4 9 + T8 175420
43 | 13 T9 + x8 + 7 + T 173880
44 2 T7 175190
44 3 1(:081'9) + 2(1‘71‘9 + 1'61'8) 467150
44 9 T7T9 + Texs 463530
44 | 10 Tg + T8 174850
4 111 7wl + 1377 + 1T + 613 1682230
45 | 3 | L(wg + xs) + 2(w7 + ®e) + 3(ws) + 4(x4) + 5(z3) 173480

TAB. B.3 — Invariants primitifs de Sy
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[L]H] H-invariant L-primitif minimal Temps (CPU) en 10° s |
46 | 16 T5X7 + T4T6 461580
47 2 T7 175100
47 5 T7xr9 + TeTs 463650
47 16 x7 + Tg 175300
48 | 4 T9 + T8 174750
48 | 21 T9 + x8 + x7 + T6 175300
49 3 I(IQ + :Cg) + 2(I7 + 1'6) + 3(1‘5) 175320
49 4 T5T9 + T4x8 462130
49 | 9 5 174610
49 14 T9 + T8 174690
49 | 20 T5Tg + T8 + T4T7 + T4Tg 461620
50 3 Ts5 174710
50 4 T5T9 + T4TS 463310
50 | 13 T5Tg + Taxsg + T3T7 + T2Tg 462060
50 | 14 T9 + T8 174510
51 3 5 175120
51 4 T5T9 + T4x8 460930
51 | 14 T9 + T8 174070
51 21 T5T9 + 428 + 37 + T2X6 461180
52 | 3 1(zg + z8) + 2(x7 + we) + 3(ws5) 174540
52 11 Ts5 174650
52 12 T9 + T8 174540
52 | 18 T7x9 + TeTs 462520
53 | 2 1(zg + x8) + 2(z7) + 3(ws) + 4(x5) 174800
53 16 T3 174850
54 3 I(IQ + :Cg) + 2(I7 + 1'6) + 3(1‘5) 173310
54 | 9 5 174560
54 | 12 T9 + T8 175270
54 | 15 T5T9 + T5x8 + Tax7 + Taxs 462170
55 | 2 T7 175150
55 5 T7x9 + TeTs 464060
55 16 x7 + Tg 174640
56 2 T7 174590
56 3 1(zszg) + 2(x729 + TEeTR) 465620
56 10 T9 + T8 174420
56 15 T5T7X9 + T5TeX8 + T4T7T] + TaTET9 1639810
56 18 T7T9 + Texs 460870
57 3 I(IQ + :Cg) + 2(I7 + 1'6) + 3(1‘5) 174700
57 4 T5T9 + T4x8 463160
57 | 14 T9 + T8 174710
57 18 T3 174550
58 | 2 1(zg + x8) + 2(z7) + 3(ws) + 4(x5) 174660
58 3 1(zszg) + 2(x729 + Tews) + 3(w728 + Tewo) + 4(w627) + 5(T5T9 + T528) 464790
58 4 1(zszg) + 2(x729 + Tews) + 3(w728 + Tewo) + 4(w627) + 5(T5T9 + Taxs) 463060
58 10 Ts5 174630
58 | 14 T7x9 + TeTs 462350
58 17 T5T7 + Taxe 461680
58 | 22 T5T7X9 + T5TeX8 + T4T7T] + TaTET9 1629510
59 3 I(IQ + :Cg) + 2(I7 + 1'6) + 3(1‘5) 174600
59 | 9 5 174640
59 19 T5T9 + T5x8 + Tax7 + Taxs 462420
59 22 T9 + T8 174660
60 2 T7 174700
60 3 1(zszg) + 2(x729 + TEeTR) 465930
60 10 T9 + T8 174440
60 19 T5T7T9 + T5TEX8 + TATTTY + T4TETY 1623190
60 | 20 T7T9 + Texs 462010
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B.2. Invariants primaitifs relatifs et absolus pour Sy

L | H | H-invariant L-primitif minimal | Temps (CPU) en 10° s |

61 3 5 174210
61 4 T5T9 + T4TS 462950
61 | 14 T9 + T8 174670
62 | 3 | 1(zg+ ) + 2(x7 + ze) + 3(x5) 174090
62 | 11 5 173080
62 | 20 T7T9 + TeTs 461590
62 | 22 T9 + 8 174120
63 3 I(IQ + :Cg) + 2(I7 + 1'6) + 3(1‘5) 174350
63 4 T5T9 + T4x8 461970
63 | 11 T5 174750
63 | 14 T9 + 8 174600
63 | 19 T5X9 + T5Tg + T4T7 + T4T6 462060
64 4 T9 + T8 175030
64 | 13 Tg + g + 7 + T 174510
65 | 3 | 1(zg+ ) + 2(x7 + we) + 3(ws5) 174910
65 4 T5T9 + T4TS 463170
65 | 14 T9 + 8 174540
65 | 15 T3 174390
66 4 T9 + 8 174340
66 13 9 + 8 + 27 + T 174300
67 2 T7 174820
67 5 T7T9 + TeTs 465330
67 | 16 T7 + Tg 174500
68 | 3 | 1(wg+ )+ 2(x7 + me) + 3(xs5) 174710
68 | 12 T9 + T8 174820
68 | 19 T5X9 + T5Tg + T4T7 + T4T6 460640
69 3 I(IQ + :Cg) + 2(I7 + 1'6) + 3(1‘5) 175100
69 | 12 T9 + 8 175700
69 | 20 79 + TExs 462190
70 3 T5 175230
70 | 22 T9 + 8 175070
71 3 T5 175030
71 4 T5T7 + T4T6 462660
71 | 14 T9 + T8 174850
72 2 T7 175170
72 5 T7T9 + TeTs 463870
72 | 16 T7 + Tg 171730
73 5 T9 + T8 173840
73 | 23 T5 + T4 175130
74 3 I(IQ + :Cg) + 2(I7 + 1'6) + 3(1‘5) 174620
74 | 18 T3 174600
74 | 22 T9 + 8 174350
75 4 Trg9 + T8 174710
75 | 21 Tg + g + 7 + T 174450
76 7 Tg + g + x7 174380
77 6 Te 174430
7 8 TETrg + T5xrs + TATT 462570
78 8 T3 174760
79 6 T6 174920
79 7 TeTo + x5x8 + Tax7 461750

TAB. B.5 — Invariants primitifs de S
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L [ H] H-invariant L-primitif minimal | Temps (CPU) en 10% s
80 7 T9 + 8 + 7 174390
81 | 24 T3l + T7ai + wew? + woxi + T5Tl 1629170
82 3 Ts5 174640
83 24 T4 174290
84 2 x7 175090
85 24 T4 175070
86 3 T9 + x8 173370
86 6 T9 + 8 + T7 175370
86 9 r8To + xex7 463300
87 | 2 1(@s + a8) + 2(z7) T 3(z0) 174890
125 2 1(:139 + 1'8) + 2(1’7) + 3(CE6) + 4(1’5) + 5(1’4) + 6(:E3) 176250
125 3 l(xgévg) + 2(:E71'9 + :Esévg) + 3(:E71'8 + :Esévg) + 4(CE6$7) + 5(1’5CE9 + 1'51'8)
+6(z527 + T576) + T(TaT9 + T478) + 8(Tam7 + Taw6) + I(TaT5)
+10(1'3:E9 + 1'31'8) 471540
125 4 l(xgévg) + 2(:E71'9 + :Esévg) + 3(:E71'8 + :Esévg) + 4(CE6$7) + 5(1’5CE9 + 1'41'8)
+6(z528 + T4T9) + T(T527 + T4w6) + 8(T526 + Taw7) + Y(TaT5)
+10(1'3:E9 + 1'21'8) 468050
125 5 l(xgévg) + 2(:E71'9 + :Esévg) + 3(:E71'8 + :Esévg) + 4(CE6$7) + 5(1’5CE9 + 1'41'8)
+6(z528 + T4T9) + T(T527 + T4w6) + 8(T526 + Taw7) + Y(TaT5)
+10(1'3:E9 + 1'31'8) 464990
125 10 1(1’9 + :Eg) + 2(:137 + 1'6) + 3(CE5) + 4(:134) + 5(1’3) 176030
125 12 1(1’7:1381'9 + xexgxg) + 2(:1361'71'9 + :Es:l:7l'8) + 3(1’5CE85E9 + 1'41'81'9)
+4(zsT729 + T5TETR + T4T7 TR + TaTET9) + B(T5T7T8 + T5TeT9 + TA4TTT9 + T4TTY)
+6(zsx6x7 + Tavex7) + T(Taxs529 + Taxs528) + 8(Tax507 + Tax526)
+9(:L‘3I8I9) 1719150
125 | 14 1(zsze) + 2(x7x9 + wexs) + 3(x728 + Tex9) + 4(x627)
+5(z529 + x528 + Taxo + Taxs) + 6(T527 + T5T6 + TaTT + TaT6)
+7(zaws) + 8(z3wo + x3w8 + T2w9 + T2x8) + @377 + Taxe + T2x7 + T2T6)
+10(1'3:E5 + 1'21'4) 466760
125 16 l(évgxg) + 2(1’7CE9 + xz7xs + X629 + 1'61'8) + 3(1’65E7)
+4(z519 + T5T8 + TaTo + Taxg) + 5(zs527 + Taxe) + 6(T5T6 + TaTT)
+7(xax5) + 8(z3w9 + T328) 468190
125 17 l(évgxg) + 2(1’7CE9 + xz7xs + X629 + 1'61'8) + 3(1’65E7)
+4(z519 + T5T8 + TaTo + Taxg) + 5(zs527 + Taxe) + 6(T5T6 + TaTT)
+7(zaws) + 8(z3w9 + T3T8 + T2w9 + T2T8)
+9(:I:31'7 + xzxs) 462980
125 | 22 1(:1371'81'9 + :Es:vg:vg) + 2(:1361'7:E9 + CE61'71'8)
+3(z5w8T9 + T4w8T9) + 4(T5T7T9 + T5TETR + T4T7XR + T4TETY)
+5(z5T728 + T5TET9 + TaTTT + TaTexs) + 6(T526T7 + TaTeL7)
+7(x4x529 + T47578) + 8(TaT5T7 + T4T5T6) + I(T3TYTY + T2T8TY)
+10(:E31'71'9 + z3x6x8 + Tox7XS + CEQZ'GZ'Q) 1705440
125 | 45 T3T5T7T9 + T3IT5L6L. + TIT4L7T] + X3L4TETY
+X2T5T7T8 + T2T5T6T9 + T2X4XT7T9 + T2X4TETS 4300620
125 | 46 T3 176900
125 | 53 L3T5T7 + T3TATE + T2T5T6 + T2L4XT 1634650
125 | 58 T3x5 + To2x4 464950
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B.2. Invariants primaitifs relatifs et absolus pour Sy

L [ H] H-invariant L-primitif minimal | Temps (CPU) en 103 s
148 3 5 175550
148 4 l(a;'gxg) + 2($71‘9 + xsxs) + 3($7CL'8 + Z'GIQ) + 4(:1:6237) + 5(:1;'5I9 + ZE4Z‘8) 464980
148 | 14 T9 + 28 175040
148 | 21 | 1(wszg + z6x7) + 2(z7w9 + X728 + T6T9 + Texs) + 3(v5T9 + Taws + T3T7 + T2T6) 465010
148 | 51 T9 +x8 + X7 + T 175240
148 | 71 Tg +xg + x5 + T4 175880
149 | 3 1(zg + x8) + 2(z7 + z6) + 3(x5) 175810
149 4 T5T9 + T4T8 464500
149 | 11 5 175200
149 13 T5T9 + 48 + 37 + T2T6 465600
149 14 1(1‘9 + :Cg) + 2(I7 + 1'6) + 3(:1;'5 + 1'4) 175750
149 19 T5T9 + 528 + Tax7 + TaTe 463630
149 | 50 T7x9 + TeXs 464050
149 | 63 T5 + x4 175740
150 5 T9 + T8 175590
150 | 23 T5 + x4 175390
150 | 73 T9 +x8 + X7 + T 175620
151 5 T9 + T8 175660
151 | 23 T5 + x4 175570
151 | 73 T9 + 8 + a7 + T6 175700
152 2 I(IQ + Z‘g) + 2(1‘7) + 3(:06) + 4(1‘5) 175630
152 5 l(a;'gxg) + 2($71‘9 + xsxs) + 3($71‘8 + Z'GIQ) + 4(:1:6237)

+5(x5x9 + Tax8) 466810
152 | 16 1(zg + z8) + 2(x7 + z6) + 3(x5 + z4) + 4(x3) 175370
152 | 53 T7 + xg 174980
152 | 55 T3 175190
152 | 72 T5T7 + T4Te 464520
153 2 1(zo + z8) + 2(x7) + 3(x6) + 4(x5) 174830
153 5 l(a;'gxg) + 2($71‘9 + xsxs) + 3($71‘8 + Z'GIQ) + 4(:1:6237)
+5(x5x9 + Tax8) 466190
153 | 16 1(zg + z8) + 2(x7 + z6) + 3(x5 + x4) + 4(x3) 175420
153 | 47 T3 175570
153 | 53 T7 + xg 175040
153 | 67 xr3T7 + 3T + Tox5 + To2T4 461750
155 7 I(IQ + g + £C7) + 2(I6 + x5 + £C4) 173550
155 | 37 x9 +xs +x7 + T+ x5 + 24 175390
155 | 76 TeTITY + T5T7X8 + T4aT7X9 + T3T5T6 + ToTaxs
+x2T3T9 + T1T4TE + T1T3T7 + T1T2T8 1618110
156 | 6 1(zg + x8 + x7) + 2(x6) + 3(x5) 175390
156 8 l(l'gxg + xz7x9 + 1‘7Ig) + 2(:136239 + r5x8 + ZE4Z‘7)
+3($61‘8 + r5x7 + ZE4Z‘9) 464410
156 | 29 Te + T3 175430
156 | 33 Ter9 + T5Tg + T4TT 464760
156 | 77 w3zl + Tox? + TyT2 1630390

TAB. B.7 — Invariants primitifs de Sy

107




Annexe B. Implantations et Résultats Fxpérimentaux

108



Annexe C

Le calcul d’invariants classiques

C.1 Les Invariants Classiques

La fonction indice (t) calcule le poids de la liste t et degre (t) comme son nom 'indique
calcule le degré du monome qui corresponds a la liste t.

Calculsoustype(8,3) =[[3,3,2,0,0,0,0,0],[4,2,2,0,0,0,0,0],[4,3,1,0,0,0,0,0],
[5,2,1,0,0,0,0,0],[6,1,1,0,0,0,0,0].

Ces listes sont de poids respectivement égal & 7, 6, 5, 4 et 3 et de degré 8.
fonction calcultype(n,d,g) calcule toutes les listes qui corresondent a des monomes en
n variables, de degré d et de poids g. Par exemple:

b :=calcultype(8,3,12) ;

- (fo,o0,0,0,3,0,0,0,0], [0,0,0,2,0,0,1,0,0], [0,0,1,0,0,2,0,0,0],
- [o0,0,2,0,0,0,0,0,1]1,[1,0,0,0,0,0,2,0,0]1, [0,0,0,1,1,1,0,0,01,
- [o,0,1,0,1,0,1,0,0]1, [0,0,1,1,0,0,0,1,0], [0,1,0,0,0,1,1,0,0],
- [0,1,0,0,1,0,0,1,0]1, [0,1,0,1,0,0,0,0,1],[1,0,0,0,0,1,0,1,01,
- [1,0,0,0,1,0,0,0,11].

La fonction monome (t) transforme une liste en un monoéme. Par exemple :
monome ([1,2,3,4,5,6,7,8,9]1)= AJA2ASALASASATASAS.

La fonction polynome(n,d,g) calcule la forme générale du polyndéme en n variables de
degré d et de poids g¢:

polynome (8,3,12) =X, A3+ XoA2A46 + X3 A2 A2 + X4 AZAg + X5 A0 A2 + XAz AsAs + X7 As AgAg + Xs Az Az A7 +
X9gA1As5A6 + X10A1 A4 A7 + X11A1 Ag3Ag + X12A0A5A7 + X13A0A4Ag .«
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Les fonctions derivel (t) et derive2(t) définissent respectivement les opérateurs diffé-
rentiels A; et Ay appliqué au monome associé a liste t. Les fonctions Deltal(n,d,g) et
Delta2(n,d,g) calculent les dérivés associés au polynome polynome(n,d,g) par rapport
a Deltal(n,d,g) et Delta2(n,d,g):

Deltal(8,3,12)= ((X1l+4X13)AsAs + (X10 +5X12+ 8X13)A7A4 + (Xo + 12X5 + 7X12)AgAs) Ao + (4X4 +
3X1 1)A8A2 —+ (2X8 +8X11+4X, U)A7A3 —+ (2X7 +5X9g +7X10)A6A4 —+ (2X3 +6X9)A§)A1 —+ (8X4 +3X8)A7A§ —+ ((7Xg —+
6Xo + 4X7)A6A3 + (6X7 + 10X3 + 3X6)A5A4)A2 + (6X2 + 4X6)A5A§ + (12X1 -+ 5X6)AZA3 .

Delta2(8,3,12)= (X12+4X3)AgAs5 + (4X5 4+ 3X12)A7As) Ao + ((X10 + 5X1 1 + 8X13)AgAg + (2Xo + 4X10 +
8X12)A7A5+(3X9 +8X5)A§)A1+((12X4 +7X11+X8)A8A3+(2X7+7X10+5X8)A7A4+(4X7+6X3 +7X9)A6A5)A2+
(6X8 + 2X2)A7A§ -+ ((IUXQ +6X7 + 3X6)A6A4 + (6X3 + 4X6)Ag)A3 + (12X1 + 5X6)A5Aﬁ .

A Taide de la fonction solve de MAPLE, nous trouvons l'invariant classique de degré
d = 3 et de poids g = 12 en quelques secondes:

P = 15A3+24A3A6+24A2A2+3A3As+3A9 A2 —36 A3 A4 A5 —22 A5 Ay Ag—8As A3 A7 —8 A1 A5 Ag+
1241 AgA7 — 4A; A3 Ag — 4AgAs A7 + AgAyAsg.

Cet invariant classique correspond a un polynome-différence en les racines formelles de
f(z,1) € Fg (forme binaire de degré n = 8). En effet, la représentation symbolique de P
est donnée par:

Voici d’autres exemples plus triviaux: pour n = 4, le calcul des semi-invariants de de-
gré d = 2 et de poids ¢ = 2 nous donne le polynome H = AygA, — A2. Pour d = 2
et g = 4, I = 342 — 44, A3 + ApA, et enfin pour d = 3 et ¢ = 6, nous posons
J E A% + A%A;} + A()A% - 2A1A2A3 - AOA2A4.

C.2 Implantation en GAP

Calculsoustype := function(m,r)
local resultat, k, sou, t, res, i, 1;
resultat := [];
if (r=1) then
resultat := [[m]l];
elif (r=m) then
for i in [1..m] do resultat[i] := 1; od;
resultat := [resultat];
else
k := m-1;

while (k > r-2) do
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C.2. Implantation en GAP

:= Calculsoustype(k,r-1);

sou
repeat
if Length(sou)>0 then
t := soull];
if ( t[1] > m-k ) then
if Length(sou)>1 then
sou := sou{[2..Length(sou)l};
else
sou:=[];
fi;
else
res := Concatenation([m-k],t);
Append(resultat, [res]);
if Length(sou)>1 then
sou := sou{[2..Length(sou)l};
else
sou:=[];
fi;
fi;
fi;
until (sou=[]);
k := k-1;
od;

fi;
for 1 in resultat do
for i in [r+1..m] do 1[i]:=0; od;
od;
return(resultat);
end;

indice := function(t)
local j, somme, e, s;
j = 0;
somme := 0;
s := Length(t);
if s>1 then
for e in [1..s8] do
somme := somme + ( t[el
joi= g+
od;
fi;
return(somme) ;
end;

j )
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degre := function(t)
local somme, e;

somme := 0;
for e in [1..Length(t)] do
somme := somme + tl[e];
od;
return(somme) ;
end;

calcultype := function(n,d,g)
local sortie, sar, s, r, 1, resultat, i, res;
if d<= n then
sortie := [1;
resultat := []1;
for r in [1..d] do
sar := Calculsoustype(d,r);
Append(sortie,sar);
od;
for 1 in sortie do
for i in [d+1..n+1] do 1[i]:=0; od;
od;
else
resultat:=[];
sar:=Partitions(d);
sortie := [];
for 1 in sar do
if Length(l)=n+1 then
Add(sortie,l);
elif Length(1l)<n+1 then
for i in [Length(1)+1..n+1] do 1[i]l:=0; od;
Add(sortie,l);
fi;
od;
fi;
for 1 in sortie do
Append(resultat, Arrangements(l,n+1));
od;
res := [];
for 1 in resultat do
if indice(l)=g then Add(res,l); fi;
od;
return(res);
end;
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monome := function(t)
local res, j;
res:=Concatenation("A_", String(0),"~",String(t[1]));
for j in [2..Length(t)] do
res := Concatenation(res,"A_",String(j-1),"~",String(t[jl));
od;
return(res);
end;

polynome := function(n,d,g)
local a, t, res;
a:=calcultype(n,d,g);

res:= Concatenation("X_", String(1l), "", monome(al[l]));
for t in [2..Length(a)] do
res := Concatenation(res,"+X_",String(t),"",monome(alt]));
od;
return(res);
end;
derivel := function(t)

local res, i, u, e,j;
j:=2; while t[j]=0 do j:=j+1; od;
if j=Length(t) then res:="0"; else
u:=t{[1..Length(t)]}; ulj-11:=ulj-11+1; uljl:=uljl-1; e:=(j-1t[j]1;
res:= Concatenation(monome(u), "", String(e));
for i in [j+1..Length(t)] do if t[i]>0 then
u:=t{[1..Length(t)]1}; uli-1]:=uli-1]1+1; ulil:=ulil-1; e:=(i-1)t[i];

res := Concatenation(res,"+",monome(u),"",String(e));
fi; od;
fi;
return(res);
end;

Deltal := function(n,d,g)
local a, res, i;
a:=calcultype(n,d,g);
res:= Concatenation("X_", String(1), "(", derivel(al1]), ")");
for i in [2..Length(a)] do

res := Concatenation(res, "+X_", String(i), "(", derivel(alil), ")");

od;
return(res);
end;

derive2 := function(t)
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local res, i, u, e, j, n;
n:=Length(t);
j:=1; while t[jl=0 do j:=j+1; od;
if j=n then res:="0"; else
u:=t{[1..n1}; ulj+1]:=ulj+11+1; uljl:=uljl-1; e:=(n-j)t[j1;
res:= Concatenation(monome(u), "", String(e));
for i in [j+1..n-1] do if t[i]>0 then
u:=t{[1..n]}; uli+1]:=uli+1]1+1; ulil:=uli]-1;
e:=(n-i)t[i] ;

res := Concatenation(res,"+",monome(u),"",String(e));
fi; od;
fi;
return(res);
end;

Delta2 := function(n,d,g)
local a, res, i;
a:=calcultype(n,d,g);
res:= Concatenation("X_", String(1), "(", derive2(al1l), ")");
for i in [2..Length(a)] do

res := Concatenation(res, "+X_", String(i), "(", derive2(alil), ")");
od;
return(res);

end;

C.3 Représentation symbolique d’un covariant

Cette partie de I'annexe traite de la section 3.2.2 du chapitre 3. Nous présentons dans ce
qui suit 'implantation en MAPLE de l'algorithme ReprésentationSymbolique:

restart:
with(combinat) ;

u := proc(d)

local m,j,e,i,k;

m := nops(d):

j:=0: e:=[]:

for i from 1 to m do
if d[i]<0 then

for k from j to j+d[i]l-1 do
e:=[op(e),i-1,m-i]:
od:

j:=j+d[i];
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fi;

od;

e := [op(e),seq(0,i=nops(e)+1..2x(m-1))];
€;

end:

> u([1,2,0,0,01);
[0, 4, 1, 3, 1, 3, 0, 0]
> u([0,4,0,0,01);

(1, 3, 1, 3, 1, 3, 1, 3]

su:=proc(d)

local e,a,res,i,es,n,l;

e := u(d);

n := nops(e);

a := permute([seq(i,i=1..n/2)]1);
res := 0:

for 1 in a do

es := 1:

for i from 1 to n/2 do
if 1[i]<>0 then es := es*mu[l[i]]~(e[2*%i-11)*nul[l[i]l]l~(e[2*i]) ;fi;

od;

res := restes;

od;

1/ (nops(d)-1) !*res:
end:

> su([0,4,0,0,0]);

mul1]*nul1]~3*mu[2] *nu[2] ~3*mu[3]*nul[3] ~3*mu[4]*nul4] "3

lu:=proc(e)

local res,i;

res := 1;

for i from 1 to nops(e) do
res := resxA[i-1]"(e[i]);
od;

res;

end:
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> 1u([1,2,3,0,1,2]);

A[OI*A[1]1~2+A[2]~3*A[4]*A[5]1~2

Ci-joint la fonction qui permet de calculer des invariants classiques en fonction de polynomes-
différences symétrisés:

with(combinat) ;

racine := proc(n,b)
ss := [seq(i, i=1..n)];
s := permute(ss):

e := subs(A[n]l=a[nl,b);

for j from 0 to n-1 do

g := [1;

for £ in s do t:=[];

for k from 1 to n-j do t:=[op(t),mulf[k]]]; od;
t := [op(t),seq(l,0=n-j+1..n)];
g := [op(g),convert(t, ‘*)];
od;

oo := convert(g, ‘+¢);

e := subs(A[jl=aln]l/n!*00, e);
od;

€;

end;

> racine(2,A[2]*A[0]-A[1]"2);

-1/4*a[2] ~2*(mu[2]-mu[1])~2
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Notations générales

I’ensemble des nombres naturels, ’anneau des entiers relatifs
le corps des rationnels, le corps des complexes

forme binomiale égale a ﬁlk),

le groupe symétrique de degré n

le groupe, 'idéal, généré par les éléments de E

cardinal du groupe fini H

un corps de caractéristique nulle, les éléments non nuls du
corps k, une cloture algébrique de k

I’anneau des polunomes en la variable x et & coefficient dans
k

n variables deux a deux distinctes
I’anneau des polynomes en les variables z1, .
sur k

.., T, a coefficient

I’anneau des polynomes invariants par le groupe H

I’espace des polyndmes H-invariants de degré d € N

la série de Hilbert de RY

le coefficient de ' dans le polynome R(t)

des polynomes de k[xq, ..., z,]| qui sont invariants primaires
des polynomes de k[xy, ..., z,] qui sont invariants secondaires
un vecteur de k contenant les racines d'un polynome f € k[z]
idéal des (2;-relations

idéal des relations symétriques du polynome f (f € k[z])

désigne un n-uplet d’éléments de k

idéal des a-relations L-invariantes appelé aussi idéal de Galois
I'évaluation de P € k[xy,...,xz,] en les racines de f

l'action d’un élément o € S, sur P € k[xq,...,z,], page 4

la résolvante L-relative de 2 par ©

la résolvante (absolue) de f par ©

le groupe satbilisateur du polyndéme P sous I’action du groupe
L
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Notations générales

Stab,(U)

Orby(P) = H.P

Hp(U)

(71, T

(¢, J]

f(z,y)

Vi, g

(1)
deg(P)
coeff;(P(t))

124

le groupe satbilisateur d’une partie U € klzy,...,z,]| sous
I’action du groupe L
l'orbite du polynome P € k[zy,...,x,] suivant le groupe H

(apppelé aussi H-orbite de P, page 4)

la Trace réduite de ) par H, page 5

le (L,H)-groupe de l’ensemble fini U des mondmes de
k[z1,...,z,] (H et L tant deux groupes finis vérifiant H C L)
une U-fonction élémentaire (U ensemble fini de monomes de
klxy, ..., z,])

L’ensemble des entiers allant de 1 a n

cardinal d’un sous-ensemble I de {1,...,n}

I'ensemble des partitions de {1,...,n}

le mondéme formé des variables d’indice les entiers de I €
{1,...,n} et de degré g € N, page 15

monome égal a Hlex%fl) ouT = (Ty,...,T;) est une parti-
tion de T

I’ensemble des monomes Qr ou T € T

I’écriture des monomes choisi qui correspond par exemple a
ATM .. AT on les A; sont des indéterminées.

lettres symboliques contenant des entiers de N et la lettre u
variables associés a u € R

la différence p;v; — pjv; ot 4,5 € R

la différence p;x — v;y o 1, u € R

forme binaire de degré n, voir page 38

variables associés a i € R racines de f(z,y) =0

un changement de variables sur x et y, voir page 38

image de l’entier + € N par la permutation 7

La dimension d’un espace vectoriel sur le corps de base k

Le plus petit élément d’un ensemble fini d’entiers

le degré du polynome P € k[xq,...,x,]

Le coefficient de #* dans le polynome P(t)

espace vectoriel des polyndomes différences

Formes binaires de degré n
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Equations du groupe de Galois, 71
Evaluation symbolique, 45

Application semi-linéaire, 69

Changement linéaire de variables, 36
Covariant, 37
Crochet, 46

Décomposition d’Hironaka, 23
Degré d’un monome, 6
Degré d’une partition, 15

Ensemble essentiel, 7
Ensemble essentiel réduit, 11
Espace Symbolique, 45

Fonction élémentaire, 6
Fonction linéaire symbolique, 45
Fonction primitive, 7

Fonctions primitives réduites, 11
Forme binaire, 36

Groupe de décomposition d’un idéal, 75
Groupe de Galois, 68, 72, 75

Idéal des relations, 75

Idéaux de Galois, 75

Indice d’un crochet, 47
Invariant, 4

Invariant classique, 37
Invariant primaire, 22
Invariant primitif, 4

Invariant secondaire, 22
Invariants fondamentaux, 22
Invariants primitifs réduits, 16

Longueur d’un crochet, 47

Monome régulier, 46

Monome-différence, 46
Multiplicité d’un entier, 46

Normalisateur, 68

Opérateur symbolique, 45
Ordre d’une différence, 47

Partition, 15

Polynéme réduit, 48
Polynome-différence, 47
Polynome-différence symétrisé, 48
Polynomes de Schur, 57
Polynomes puissances, 56

Résolvante absolue, 54
Résolvante de Galois, 80
Résolvante de Lagrange, 54
Résolvante relative, 54
Résolvante relative générique, 54
Représentant de polynomes, 8
représentation symbolique, 45

Série de Hilbert, 23
Systéme de Hacque, 72
Systéme de représentants, 9

Trace réduite, 5
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(Glossaire

SystémeReprésentant : prends en entrée un entier n et un groupe H et renvoie un
systéme de représentants des orbites de H de degré @ (voir page 10).

EnsembleEssentiel : prends en entrée un ensemble fini A de mondémes et nous rends un
ensemble essentiel de A (voir page 11).

InvariantsPrimitifsDeDegréMinimum : prends en entrée deux groupes H C L et
rends une liste de polynémes H-invariants L-primitifs réduits de degré minimum
et a coefficients deux a deux distincts (voir page 12).

Girstmair-Jordan: prends en entrée deux groupes H C L et rends tous les ensembles
n(n—1)

essentiels réduits pour (L,H) de degré > “5— (voir page 13).

InvariantsPrimitifs: ['algorithme 2.1.2 calcule les invariants primitifs de degré mini-
mum (voir page 27).

InvariantClassique: c’est ’algorithme 3.1.1 qui retrace la méthode de Hilbert pour le
calcul d’invariants classiques de degré et poids donnés (voir page 44).

ReprésentationSymbolique : ’algorithme 3.2.1 prends en entrée un covariant classique
J et renvoie une représentation symbolique de J (voir page 50).

ReprésentationEnRacines: cet algorithme s’applique a un invariant classique et rends
un polynome-différence symétrisé qui est la représentation de I'invariant dans B

(voir page 53).

MéthodeDeBerwick : Cet algorithme est une automatisation de la méthode de Berwick
pour le calcul des résolvantes (voir page 64).

GDI: cette fonction prends en entrée une base de Grébner d’un idéal I, et une liste fini
de groupes. Elle calcule le groupe de décomposition de I'idéal I (voir page 78).
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Résumé

La théorie des invariants et la théorie de Galois sont deux thémes centraux en Calcul
Formel qui ont fait 'objet de nombreux travaux. Cette thése est consacrée a ’étude des
principales méthodes de la théorie des invariants qui interviennent en théorie de Galois
effective. La premiére partie de la thése présente un module « PrimitiveInvariant »
qui détermine tous les invariants primitifs réduits (relatifs ou absolus). Ce sont des po-
lynomes qui caractérisent les sous-groupes du groupe symétrique et sont a la base de la
fondation de la théorie des groupes. La deuxiéme partie de la thése revisite la théorie
des invariants classiques pour les utiliser dans le calcul de résolvantes particuliéres (la
résolvante est I'outil de base de la théorie de Galois effective). Nous prouvons qu’il existe
toujours un invariant primitif (polynome-différence) dont les coefficients de la résolvante
associée soient des invariants classiques. Nous implémentons un algorithme de calcul de
ces invariants classiques et nous automatisons la méthode de Berwick pour le calcul des
résolvantes de Lagrange en exprimant les coefficients (polynomes-différences symétrisés)
en fonction d’invariants classiques. Dans la troisiéme partie, nous présentons une méthode
hybride de calcul du groupe de Galois d’un polynéme. Cette méthode combine un résul-
tat de M. Hacque pour identifier le groupe de Galois avec un systéme d’équations et la
méthode des idéaux de Galois développée récemment dans notre équipe.

Mots-clés: Calcul Formel, Théorie des invariants, Théorie de Galois, Groupe de permu-
tations, invariant primitifs, covariant, idéaux de Galois, Algébre linéaire.

Abstract

The Invariant theory and the Galois theory are the main problems in Computer Algebra.
They have been studied by many authors. This thesis is devoted to the study of the
interaction between the computation of the invariants and the Galois theory. First of
all, we give the package « PrimitiveInvariant » written in GAP for computing all the
primitive invariants (relative or absolute). Then, using covariants, we present a generali-
sation of the Berwick method’s to compute Lagrange resolvents (a resolvent is the basic
tool in the computation of the Galois group of an equation) and we compute the classical
invariants which are invariants of groups. We finally propose two algebraic methods for
computing the Galois group of an irreducible polynomial f which we call the effective
Hacque method and the complete GI-method. We combine the Hacque method and the
first steps of the complete GI-method to obtain an implementable method which is a new
approach for computing the Galois group.

Keywords: Computer Algebra, Invariant theory, Galois Theory, Permutation group,
primitive invariant, covariant, Galois ideal, Linear Algebra.
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