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Abstract. This paper is devoted to a sharp investigation of the notion of
Lagrange’s resolvents and his connections with Galois Theory.

1. Représentations par permutations

En théorie de Galois explicite, on est amené à représenter un même groupe de
Galois abstrait Gal(E/K) dans des groupes de permutations des racines de divers
polynômes f ∈ K[x] dont les degrés peuvent varier. En effet on a besoin de
calculer beaucoup de résolvantes en contrôlant au maximun leur corps de racines
(voir Théorème 4.6 par exemple). Il nous a donc paru utile de rappeler quelques
faits connus concernant les représentations par permutations d’un groupe fini (cf.
[W. Burnside]).

Notation. Soit C une classe de conjugaison de sous-groupes d’un groupe fini G ;
nous noterons IC =

⋂
H∈C H. On a : IC ⊳ G, et pour tout H ∈ C, le groupe IC est

le plus grand sous-groupe distingué de G inclus dans H. On dira que C est réduite
ssi IC = {eG}.

Soit G un groupe fini et E un ensemble fini non vide. Un morphisme de groupe
Ψ : G → SE est appelé une représentation de G par permutations, ou encore
symétrique de degré N = card(E). Une telle représentation est dite fidèle ssi
Ker(Ψ) = {eG}, et transitive ssi le G-ensemble E défini par Ψ n’a qu’une orbite.
On a Ker(Ψ) =

⋂
x∈E StabG(x), et il est clair que si Ψ est transitive alors l’ensemble

{StabG(x)}x∈E est une classe de conjugaison de sous-groupes de G. Deux représen-
tations Ψ : G → SE et Φ : G → SF seront dites équivalentes ssi il existe une
bijection Θ : E → F telle que Ψ(g) = Θ−1 ◦ Φ(g) ◦ Θ pour tout g ∈ G. S’il en est
ainsi, on a Ker(Ψ) = Ker(Φ), et {StabG,Ψ(x)}x∈E = {StabG,Φ(x)}x∈F . Donc, deux
représentations équivalentes sont fidèles (resp. transitives) en même temps. Toute
représentation par permutations de degré N de G est équivalente à au moins une
représentation G→ SN .
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1.1. Représentations par permutations transitives. Soit Ψ : G → SE une
représentation transitive de G. La classe de conjugaison CΨ = {StabG(x)}x∈E de
sous-groupes de G sera dite associée à Ψ. Elle est réduite ssi Ψ est fidèle. Pour tout
choix de x0 ∈ E, en notant H0 = StabG(x0), la bijection Θ de E dans l’ensemble
(G/H0)g des classes à gauche de G mod H0 définie par Θ(x) = {g ∈ G |Ψ(g)(x0) =
x} établit une équivalence de représentations Φ : G → S(G/H0)g

définie par les
translations à gauche de G. Le résultat suivant est élémentaire :

Théorème 1.1. Fixons un groupe fini G et un entier N ≥ 1. Soit E un ensem-
ble de cardinal N . En faisant correspondre, à chaque classe d’équivalence Γ de
représentations transitives G → SE, la classe de conjugaison C(Γ) de sous-groupes
de G associée à toutes les Ψ ∈ Γ, on obtient une bijection de Γ sur l’ensemble des
classes de conjugaison de sous-groupes de G formées de sous-groupes d’indice N .
Dans cette bijection, les classes réduites correspondent aux représentations fidèles,
et la classe {{eG}} correspond aux représentations régulières.

Soient C et C′ deux classes de conjugaison de sous-groupes de G. Nous écrirons
C � C′ ssi il existe H ∈ C et H ′ ∈ C′ tels que H ⊂ H ′ ; ce qui équivaut à dire que
∀H ∈ C , ∃H ′ ∈ C′ |H ⊂ H ′. La relation � est une relation d’ordre. Si C � C′, on a
IC ⊂ I ′C.

Pour que C 6= {G} soit maximal parmi les classes autres que {G}, il faut et il
suffit qu’il existe H ∈ C qui soit maximal parmi les sous-groupes distincts de G.
Alors tout H ∈ C est maximal. Cela arrive ssi C correspond à des représentations
primitives.

Supposons C 6= C′ 6= {G} et C � C′. Soient H ∈ C et H ′ ∈ C′ tels que H ⊂ H ′.
Posons e = [H ′ : H], N = [G : H], N ′ = [G : H ′] d’où N = eN ′. Pour toute classe
C ′ ∈ (G/H ′)g soit BC′ l’ensemble des C ∈ (G/H)g contenus dans C ′. L’ensemble
B = {BC′}C′∈(G/H′)g

est une partition de (G/H)g en blocs de primitivité pour
l’action de G par translations à gauche. Cette action induit donc sur B une action à
gauche qui s’identifie à celle de G sur (G/H ′)g par translation à gauche (par exemple
une telle identification s’obtient à partir de la bijection C ′ 7→ BC′).

Si C est donné non maximal, il y a une bijection naturelle entre les sous-groupes
H ′ de G tels que H ⊂ H ′ 6= G, H 6= H ′ et les systèmes d’imprimitivité du G-
ensemble (G/H)g défini par les translations à gauches. Si H ′

1 et H ′
2 sont deux tels

H ′, de même indice N ′ dans G, les actions par translations à gauche induites sur
les blocs d’imprimitivité correspondant respectivement à H ′

1 et H ′
2 sont équivalentes

ssi H ′
1 et H ′

2 sont conjugués dans G.

1.2. Représentations par permutations quelconques. Soit E l’ensemble des
classes de conjugaison de sous-groupes de G ; à chaque C ∈ E , nous associerons
son degré (noté deg(C)) qui est par définition l’entier égal à [G : H] pour tout
H ∈ C, et sont poids, noté π(C), égal par définition à card(G)/deg(C). Ci-après, nous
ordonnerons E en une suite (C1, . . . , Cs) telle que π(C1) = 1 ≤ π(C2) ≤ · · · ≤ π(Cs) =
card(G), de sorte que C1 = {{eG}} et Cs = {G}. Observons que Ci � Cj ⇒ i ≤ j.

Soit C ∈ E et C′ ∈ E ; si H ∈ C, le nombre de points H-fixes dans une représen-
tation donnée ρ′ de G associée à C′ est le nombre des H ′ ∈ C′ tels que H ⊂ H ′. Il
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ne dépend que du couple (C, C′), c’est un entier ≥ 0, qui est > 0 ssi C � C′ (et = 1
ssi C = C′). Nous l’appellerons nombre d’incidence de (C, C′) et nous le noterons
J(C, C′). La matrice [mi,j ] = [J(Ci, Cj)](i,j)∈[1,s]2 , notée J(G), sera appelée la matrice
d’incidence de G. D’après ce qu’on à vu, elle est trigonale supérieure, à coefficients
dans N et à diagonale > 0 donc en particulier inversible.

Soit Ψ une représentation de G par permutations. Soit ω une G-orbite correspon-
dante, de cardinal noté N . Par restriction, ρ définit une représentation transitive
G → Sω, qui est donc équivalente à l’une de celles définies par les Ci de degré
N . Notons νi(ρ) le nombre de telles orbites ω qui conduisent ainsi à Ci. Il est
clair que νi(ρ) reste invariant si on remplace ρ par une représentation équivalente.
On peut donc associer à ρ l’élément U(ρ) =

∑
1≤i≤s νi(ρ) Ci du Z-module libre

LG =
⊕s

i=1 ZCi de base (C1, . . . , Cs). L’application U est donc constante sur chaque
classe d’équivalence de représentations de G, et on a :

deg(ρ) =
s∑

i=1

νi(ρ) deg(Ci) ;(1)

on a alors ( voir [W. Burnside])

Théorème 1.2. Avec les notations ci-dessus, l’application U : ρ 7→ ∑
1≤i≤s νi(ρ) Ci

définit une bijection entre l’ensemble des classes d’équivalence de représentations de
G par permutations de degré n (n ∈ N∗), et l’ensemble des éléments

∑
1≤i≤s νi Ci de

LG tels que νi ∈ N pour tout i et
∑

1≤i≤s νi deg(Ci) = n.

Supposons connue la matrice d’incidence J(G) ; soit ρ une représentation de degré
n de G par permutations ; posons U(ρ) =

∑
1≤i≤s νi(ρ) Ci ; le nombre de points

fixes de ρ(H) est
∑

1≤i≤s νi(ρ)J(H, Ci). En particulier, le nombre de points fixes
mj commun à tous les ρ(H) pour H ∈ Ci est

∑
1≤i≤s νi(ρ)J(Cj , Ci) =

∑s
i=j J(Cj, Ci).

Supposons connus les mj, les νi sont alors donnés par le système de Cramer trigonal
suivant :

s∑

i=j

νi(ρ)J(Cj , Ci) = mj (1 ≤ j ≤ s).(2)

1.3. Produit tensoriel de représentations par permutations. Soit ρ : G →
SE et θ : G→ SF deux représentations de G par permutations, de degrés respectifs
m et n. Notons (eα)α∈E et (fβ)β∈F les bases respectives canoniques des Q-espaces
vectoriels V = QE et W = QF ; elles définissent les plongements naturels de SE et
SF respectivement dans GLQ(V ) et GLQ(W ), plongements que nous noterons u et
v.

Considérons la base (aα,β) = eα ⊗ fβ ((α, β) ∈ E × F ) du Q-espace vectoriel
V

⊗
QW . Pour (σ, τ) ∈ SE × SF , il est clair que u(σ) ⊗ u(τ) correspond à une

permutation des aα,β, i.e. à un élément de SE×F que nous noterons σ ⋆ τ . Soit
ρ⋆θ : G→ SE×F , g 7→ ρ(g)⋆θ(g) : c’est une représentation de G par permutations,
dont la classe d’équivalence ne dépend que de celles de ρ et θ. En particulier,
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supposant U(ρ) = Ci et U(θ) = Cj, U(ρ ⋆ θ) de dépend que de (Ci, Cj), et sera noté
Ci⊗Cj et sera appelé produit tensoriel de Ci et Cj. On a donc des entiers (ai,j,l)1≤l≤s
tels que Ci ⊗ Cj =

∑s
l=1 ai,j,l Cl, et qui vérifient

s∑

l=1

ai,j,l deg(Cl) = deg(Ci) deg(Cj) = di dj ,(3)

(en notant dk = deg(Ck) pour 1 ≤ k ≤ s).
Dans le cas général, soit U(ρ) =

∑s
i=1 νi(ρ) Ci et U(θ) =

∑s
i=1 νi(θ) Ci. Fixons

arbitrairement pour chaque i une représentation ρi de G telle que U(ρi) = Ci ; alors
ρ et θ sont respectivement équivalentes à

⊕s
i=1 νi(ρ)ρi et

⊕s
i=1 νi(θ)ρi. D’où :

ρ ⋆ θ =
⊕

1≤i≤s,1≤j≤s

νi(ρ) νj(θ)ρi ⋆ ρj , et(4)

U(ρ ⋆ θ) =
∑

1≤i≤s,1≤j≤s

νi(ρ) νj(θ)U(ρi ⋆ ρj)(5)

=
s∑

l=1

(
∑

1≤i≤s,1≤j≤s

νi(ρ)νj(θ) ai,j,l) Cl .

Munissons LG de la structure de Z-algèbre obtenue en prolongeant par Z-linéarité
les relations Ci ⊗ Cj =

∑s
l=1 ai,j,l Cl, et notons ⊗ le produit dans cette algèbre.

On a donc :

U(ρ ⋆ θ) = U(ρ) ⊗ U(θ) .(6)

La Z-algèbre de LG est associative et admet un élément unité, qui est Cs.
Il est clair que pout tout sous-groupe H de G, le nombre de points fixes de

(Ψ ⋆ Θ)(H) est mΨ(H) ×mΘ(H), en notant mΨ(H) (resp. mΘ(H)) le nombre de
points fixes de Ψ(H) (resp. Θ(H)). En particulier :

mΨi⋆Ψj
(H) = mΨi

(H)mΨj
(H) ;

donc en prenant H ∈ Cl :

mΨi⋆Ψj
(H) = J(Cl, Ci) × J(Cl, Cj) ;

mais

mΨi⋆Ψj
(H) =

s∑

r=1

ai,j,rmΨr
(H) =

s∑

r=1

ai,j,rJ(Cl, Cr) ;

donc pour 1 ≤ l ≤ s , 1 ≤ i ≤ s , 1 ≤ j ≤ s :
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s∑

r=1

ai,j,rJ(Cl, Cr) = J(Cl, Ci) × J(Cl, Cj) ,(7)

et cette relation détermine les constantes ai,j,r puisque pour chaque (i, j), il s’agit
d’un système de Cramer en les inconnues (ai,j,r)1≤r≤s. La Z-algèbre LG est essen-
tiellement celle appelée par certains auteurs, Algèbre de Burnside, son produit ⊗
étant appelé le produit tensoriel.

1.4. Représentations fidèles. Soit Ψ : G → Sn une représentation symétrique
de degré n de G. Posant U(Ψ) =

∑s
i=1 νi Ci, nous appellerons support de Ψ et

noterons Supp(Ψ), l’ensemble {i ∈ [1, s] | νi ≥ 1}. On a : Ker(Ψ) =
⋂
i∈Supp(Ψ) ICi

.
Donc Ψ est fidèle ssi

⋂
i∈Supp(Ψ) ICi

= {eG}.
Dans toute la suite, nous noterons k un corps commutatif et k̂ une de ses clôtures

algébriques fixée une fois pour toutes.

2. Représentations et corps des racines

2.1. Soit f ∈ k[X], normalisé (unitaire), de degré n ≥ 1, séparable. Notons Ef sa

k-algèbre des racines dans k̂. On considère une numérotation des racines ρ1, . . . , ρn
de f dans k̂, i.e. f =

∏n
i=1(X − ρi) et Ef = k[ρ1, . . . , ρn]. On a une représentation

symétrique de degré n :

Gal(Ef/k) → Sn , σ 7→ sσ , où σ(ρi) = ρsσ(i) ,(8)

associée à l’action naturelle du groupe Gal(Ef/k) sur Rf = {ρ1, . . . , ρn}. La
représentation (8) est fidèle, et elle est transitive ssi f est irréductible.

Si t ∈ Sn, posons ρ′i = ρt−1(i) ; la représentation (8) associée à l’ordination
(ρ′1, . . . , ρ

′
n) de Rf est donnée par

σ 7→ s′σ = t sσ t
−1 ;(9)

donc un changement de numérotation de Rf change la représentation de (8) en une
représentation équivalente.

Soient P1, . . . , Pr les facteurs irréductibles normalisés de f et soient ni = deg(Pi),
où n1 ≥ · · · ≥ nr. Le groupe Gal(Ef/k) opère transitivement sur RPi

; soit Ci la
classe de conjugaison de sous-groupes de Gal(Ef/k) correspondant à cette représen-
tation ; alors la classe d’équivalence de la représentation (8) est

∑r
i=1 Ci ; puisque

cette représentation (8) est fidèle, on a donc
⋂r
i=1 ICi

= {IdEf
}.
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2.2. Inversement, soit E une extension finie galoisienne de k, avec E ⊂ k̂. Cher-
chons si une représentation symétrique donnée

S : Gal(E/k) → Sn ,(10)

fidèle et degré n, peut être définie sous la forme (8). Supposons k infini.
Soient ω1, . . . , ωr les orbites de [1, n] pour la représentation (10) ; posons ni =

card(ωi), supposons les ωi ordonnés pour que n1 ≥ · · · ≥ nr, et ω1 = [1, n1] , ω2 =
[n1 + 1, n1 + n2] , . . . etc. Soit ai un élément fixé quelconque de ωi ; notons Gi =
StabGal(E/k)(ai) et Ωi le corps des invariants de Gi dans E.

Choisissons un élément ξi de Ωi qui soit k-primitif, et soit Pi son polynôme
minimal sur k. On a deg(Pi) = [Ωi : k] = [Gal(E/k) : Gi] = ni, et les racines de Pi
dans k̂ sont les ξi,j = τi,j(ξi) (1 ≤ j ≤ ni), où {τi,j}1≤j≤ni

désigne une transversale
quelconque de Gal(E/k) mod Gi. Puisque k est infini, on peut choisir les ξi pour
que les ensembles {ξi,j}1≤j≤ni

= RPi
soient disjoints. Posons alors

f =
∏

1≤i≤r

Pi , (f ∈ k[x])

c’est un polynôme séparable. Soit Ci la classe de conjugaison du groupe Gi dans
Gal(E/k). Alors ICi

est le sous-groupe des σ ∈ Gal(E/k) qui induisent l’identité
sur ωi. Donc

⋂r
i=1 ICi

= {IdE} car la représentation (10) est fidèle. Cela signifie que
le sous-groupe des σ ∈ Gal(E/k) tels que σ(ξi,j) = ξi,j pour tous i et j est {IdE},
donc E = k((ξi,j) 1≤i≤r

1≤j≤ni

), i.e. E est une k-algèbre des racines de f .

Numérotons les racines de f dans l’ordre ξ1,1, . . . , ξ1,n1
, ξ2,1, . . . , ξr,1, . . . , ξr,nr

.
Il est alors clair que la représentation (10) n’est autre que celle associée à cette
numérotation pour f . On a donc prouvé :

Proposition 2.1. Si le corps k est infini, toute représentation symétrique fidèle de
degré n du groupe de Galois Gal(E/k) d’une extension finie galoisienne E de k peut
être définie d’au moins une manière sous la forme (8) avec f séparable, f ∈ k[x].

Remarque 1. Cette Proposition est à rapprocher du Théorème 4.6 qui permet de
construire de tels polynômes f à partir de la connaissance de l’un d’eux.

Sur l’ensemble des polynômes f ∈ k[x], normalisés, de degré n ≥ 1, et sépara-
bles, on obtient une relation d’équivalence dont les classes sont les ensembles de
polynômes ayant même k-algèbre des racines dans k̂ et définissant des représenta-
tions équivalentes.

2.3. Soit E une extension galoisienne finie de k (E ⊂ k̂).
Notant N = [E : k], considérons une représentation symétrique fidèle et transitive

Gal(E/k) → SN .(11)

Soit ξ un élément primitif fixé de E sur k. Notons G = Gal(E/k) = {σ1, . . . , σN},
où σ1 = IdE, et posons ξi = σi(ξ). On peut supposer la numérotation (σi) choisie
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pour que σi.1 = i dans la représentation (11). Il est alors clair que cette représenta-
tion n’est autre que la représentation régulière à gauche de G définie par la numéro-
tation (σi). Donc la classe d’équivalence de la représentation régulière à gauche de
G est définie par le polynôme k-minimal de n’importe quel élément primitif de E/k.

3. La matrice des partitions associée à un groupe fini

Le problème le plus naturel de la théorie de Galois explicite est de calculer le
groupe de Galois sur K d’un polynôme donné f ∈ K[x]. La littérature disponible
sur ce sujet développe la méthode suivante : à partir de “ fonctions ” aussi simples
que possible, on calcule des “ résolvantes ” de f . On dresse des tables de ces
résolvantes et de leur groupe associé (voir [ E.H. Berwick,1929] page 11 pour la
méthode jusqu’alors employée). Quand on peut relever assez d’incompatibilités
dans ces tables, qui ne peuvent être que partielles, on en déduit le groupe de Galois
cherché. On pourra suivre la progression de cette idée de Lagrange à Soicher (voir
[L. Soicher] ou [J. McKay, L. Soicher]) en passant par Cayley, Jordan, Kronecker,
Netto, Berwick, Foulkes et d’autres (voir la bibliographie jointe).

L’idée de base du présent article est d’inverser la démarche. L’étude des auteurs
cités nous a convaincus que les tables partielles en question sont en fait des parties de
tables purement groupistiques. Nous avons donc défini ces tables de façon globale,
abstraite et indépendante, et nous en avons calculé un grand nombre grâce à des
logiciels de calculs sur les groupes. De ces tables nous avons déduit les résolvantes
qu’il faut calculer et non l’inverse.

Nos tables permettent de travailler sur des polynômes séparables arbitraires et
non seulement sur des polynômes irréductibles. Notre méthode s’applique aussi aux
“ résolvantes relatives ” dont on se contentait jusqu’ici de tester la linéarité de l’un
de leurs facteurs.

3.1. Partitions d’un entier ≥ 1. Soit n ∈ N⋆. rappelons qu’on appelle partition
de n toute suite (α1, . . . , αn) ∈ Nn telle que

∑n
i=1 iαi = n. Le support d’une telle

partition est par définition l’ensemble {i ∈ [1, n] | αi ≥ 1} ; l’entier αi est appelé
multiplicité de i dans la partition, et le cardinal du support est appelé le nombre
de composants dans la partition. Une partition ̟ de n est déterminée de manière
unique par la suite strictement croissante (d1, . . . , dr) des termes de son support et
par la suite ν1 = αd1 , . . . , νr = αdr

des multiplicités des composants. On notera

̟ = [(ν1, d1), . . . , (νr, dr)](12)

étant entendu que 1 ≤ d1 < · · · < dr ≤ n, r ≥ 1 et νi ≥ 1 pour tout i.

3.2. Soit maintenant G un groupe fini, de cardinal N , et C une classe de conju-
gaison de sous-groupes de G, de degré e = eC . A tout couple (H, C), où H désigne
un sous groupe de G, on va associer une partition de e.

Pour cela, fixons H1 ∈ C, soit C1 = H1, C2, . . . , Ce les classes à gauche de G mod
H1, et faisons opérer H à gauche sur H1 = {C1, . . . , Ce} par translations à gauche.
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Soit αi le nombre de H-orbites de cardinal i dans H1, alors (α1, . . . , αe) est une
partition de e.

Lemme 1. La partition (α1, . . . , αe) de e définie ci-dessus ne dépend que de C et
non du choix de H1 ∈ C.

Démonstration. Soit {g1, . . . , ge} une transversale de G mod H1, avec g1 = 1G, et
Ci = giH1. Posons Hi = giH1 g

−1
i ; on a StabH(Ci) = H ∩Hi. Le cardinal de la

H-orbite de Ci est donc [H : H ∩Hi].
Si ω est une H-orbite dans H1, en notant dω = card(ω), dans la suite d’entiers

([H : H ∩ Hi])1≤i≤e, on trouve donc dω fois l’entier dω, une fois pour chaque i tel
que Ci ∈ ω. Donc la partition (α1, . . . , αe) s’obtient ainsi : pour chaque entier j,
1 ≤ j ≤ e, αj = Nj/j, où Nj = card{i ∈ [1, e] | [H : H ∩Hi] = j}.

Soit maintenant H ′
1 = σH1 σ

−1 ∈ C, où σ ∈ G. L’ensemble H′
1 des classes à

gauche de G mod H ′
1 est {g′iH ′

1}1≤i≤e, où g′i = σ giσ
−1. La partition (α′

1, . . . , α
′
e)

construite comme ci-dessus à partir de H ′
1 est donc définie par α′

j = N ′
j/j, où

N ′
j = card{i ∈ [1, e] | [H : H∩H ′

i] = j} etH ′
i = g′iH

′
1g

′ −1
i = σgiH1g

−1
i σ−1 = σHiσ

−1

pour tout i. Notons tσ l’élément de Se tel que H ′
i = Htσ(i) pour tout i ; il est clair

que les ensembles {i ∈ [1, e] | [H : H ∩Htσ(i) = j} et {i ∈ [1, e] | [H : H ∩Hi] = j}
sont égaux, d’où Nj = N ′

j pour tout j, d’où (α′
1, . . . , α

′
e) = (α1, . . . , αe).

Remarque 2. Il existe une variante de cette démonstration en utilisant les classes
doubles modulo H.

D’après le Lemme 1, la partition (α1, . . . , αe) de e = eC construite ci-dessus ne
dépend que du couple (H, C). Nous l’appellerons partition associée à (H, C) et la
noterons ̟(H, C).

Lemme 2. Soit H un sous-groupe de G et C une classe de conjugaison de sous-
groupes de G. La partition ̟(H, C) ne dépend que de la classe de conjugaison de
H et de C.

Démonstration. Reprenons les notations de la preuve du Lemme 1. Soit H ′ =
σH σ−1 ; on a [H ′ : H ′ ∩H ′

i] = [H : H ∩Hi] puisque x 7→ σxσ−1 est un automor-
phisme de G. Donc pour tout j ∈ [1, e], card{i | [H : H ∩Hi] = j} = card{i | [H ′ :
H ′ ∩H ′

i] = j}.
Finalement soit E l’ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes de G.

Pour C ∈ E et D ∈ E , posons ̟(C,D) égale à la valeur commune des ̟(H,D).
Cette partition ̟(C,D) sera dite associée à C,D.

Ordonnons E en une suite C1, . . . , Cs par degrés décroissants, de sorte que C1 =
{{eG}} et Cs = {G}. On obtient une matrice carrée :

P = [̟(Ci, Cj)]1≤i,j≤s ,(13)

que nous appellerons matrice des partitions définie par G.
Pour calculer chaque coefficient ̟(Ci, Cj) de la matrice P, choisissons des élé-

ments Hi et Hj dans les classes Ci et Cj respectivement. Soit ej = [G : Hj], et
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soit {γm}1≤m≤ej
une transversale à gauche de G mod Hj, avec γ1 = 1G. Alors

̟(Ci, Cj) = (α1, . . . , αej
), où pour tout l ∈ [1, ej ] :

αl =
1

l
card{m ∈ [1, ej ] | [Hi : γmHj γ

−1
m ∩Hi] = l} .(14)

Notons que, posant

̟(Ci, Cj) = [(νi,j,1, di,j,1), . . . , (νi,j,ri,j
, di,j,ri,j

)] ,

(1 ≤ di,j,1 < · · · < di,j,ri,j
≤ ej , νi,j,l ≥ 1), alors il est clair d’après (14) que les

éléments di,j,l du support de ̟(Ci, Cj) sont des diviseurs de card(Hi) = N/[G : Hi].
Voici maintenant le théorème fondamental qui va être à la base de tous les calculs

explicites ultérieurs de groupes de Galois :

Théorème 3.1. Les lignes de la matrice P définie par (13) sont distinctes. Par
suite il y a une bijection naturelle entre l’ensemble de ces lignes et l’ensemble E =
{C1, . . . , Cs}.
Démonstration. Choisssons dans chaque classe Ci un élément Hi. Fixons i et j,
avec 1 ≤ j < i ≤ s. Calculons la matrice P par la formule (14). Pour la partition
̟(Cj, Cj), on a dj,j,1 = [Hj : Hj ∩Hj] = 1, avec multiplicité νj,j,1 = [NG(Hj) : Hj],
où NG(Hj) désigne le normalisateur de Hj dans G. Pour la partition ̟(Ci, Cj),
aucun des γmHj γ

−1
m ne peut être égal à Hi, car Ci 6= Cj, ni contenir Hi, car ej ≥

ei ; donc lorsque m décrit [1, ej ], les indices [Hi : γmHj γ
−1
m ∩ Hi] sont tous > 1.

Donc di,j,1 > 1, d’où ̟(Ci, Cj) 6= ̟(Cj, Cj) et les lignes d’indices i et j sont bien
distinctes.

Lorsque G = Sn, nous avons calculé la matrice des partitions complète pour
n ∈ {4, 5, 6, 7} (pour n = 7, il y a 96 classes de conjugaisons et le tableau occupe 50
pages d’impression en Latex, contre 2 si les lignes retenues ne concernent que les 7
classes de sous-groupes transitifs S7). Pour n = 8, nous avons calculé les ̟(Ci, Cj)
pour les 50 indices i tels que Ci soit une classe de sous-groupes transitifs de S8, et
pour 110 classes Cj sur les 296, excluant ainsi celles dont le degré dépasse 672 (i.e.
celles qui donneraient des polynômes de degré ≥ 672 à factoriser).

Pour n = {9, 10, 11}, nous avons calculé les ̟(Ci, Cj) pour les indices i tels que
Ci soit une classe de sous-groupes de Sn, et pour les classes Cj qui nous ont paru
dignes d’intérêt compte tenu des matrices déjà obtenues en degré < 9 : pour ces
3 tables, nous avons utilisé la nomenclature des sous-groupes transitifs de Sn pour
n ≤ 11 donnée par [G. Butler, J. McKay].

Le calcul de tables partielles pour n ∈ {12, 13, 14, 15} est en cours.
Par exemple, il apparait qu’en degré 9, il existe une unique classe de sous-groupes

transitifs de A9, dont la partition avec la classe de A8 × {Id} soit (18). En d’autres
termes, il sera extrêmement rapide d’identifier un polynôme de degré 9 ayant un
des groupes de cette classe comme groupe de Galois.
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Lorsque G 6= Sn, cas qu’il faut envisager pour exploiter les résolvantes relatives
(cf. Théorème 6.11 ci-après), les calculs de tables sont bien évidemment plus faciles
que dans le cas des groupes Sn (il y a moins de groupes et les partitions sont plus
courtes, cf. Remarque 12 page 27)

Tous ces calculs ont été exécutés à l’aide du logiciel [G.A.P] (=Groups, Algorithms
and Programming).

4. La notion de résolvante de Lagrange

Nous donnons ici la définition de la résolvante de Lagrange générique (terme qui
traduit l’ancienne expression “ fonction en forme ” par opposition à “fonction en
valeur ”, qui en sont les diverses spécialisations), et nous verrons dans les para-
graphes ultérieurs des propriétés que l’on peut tirer de ses spécialisations. Elle est,
entre autres, l’outil technique permettant d’identifier la classe de conjugaison du
groupe de Galois d’un polynôme donné.

On considère n indéterminées x1, . . . , xn sur k̂. On note F le corps k(x1, . . . , xn),
A l’anneau k[x1, . . . , xn], σ1, . . . , σn les fonctions symétriques élémentaires des xi
(σi ∈ A), S l’anneau k[σ1, . . . , σn] et K le corps k(σ1, . . . , σn) des fractions de S.

On sait que F est une extension galoisienne de K, qui est une K-algèbre des
racines de F (T ) = T n − σ1T

n−1 + · · · + (−1)nσn =
∏n
i=1(T − xi) ∈ S[T ] ; que

la représentation par permutations Gal(F/K) → Sn associée à la numérotation
(xi)1≤i≤n est un isomorphisme de groupes ; et que A est la clôture intégrale de S
dans F .

Ci-après nous identifierons les groupes Gal(F/K) et Sn à l’aide de la représenta-
tion ci-dessus.

Pour tout sous-groupe H de Sn, nous noterons Inv(H) le corps des invariants de
H dans F ; donc F est une extension galoisienne de Inv(H), etH = Gal(F/Inv(H)).
La clôture intégrale AH de S dans Inv(H) est A∩Inv(H). L’anneau AH est intégrale-
ment clos, noethérien et c’est une k-algèbre de type fini. Puisque S est noethérien et
intégralement clos, on en déduit que AH est un S-module de type fini. En d’autres
termes, σ1, . . . , σn est un système homogène de paramètres au sens de Stanley (voir
[R.P. Stanley]) pour la k-algèbre AH . On voit aussi que Inv(H) est le corps des
fractions de AH ; en fait, on a mieux : AH [ 1

S
] = Inv(H), car si x = α

β
∈ Inv(H)

avec α ∈ A et β ∈ A\{0}, il est clair que x = a
b
, avec b =

∏
σ∈Sn

σ(β) ∈ S\{0} et
a = α

∏
σ∈Sn , σ 6=Id σ(β) ∈ AH .

Théorème 4.1. Supposons k de caractéristique 0. Soit H un sous-groupe de Sn.
Alors AH = A ∩ Inv(H) est un S-module libre de type fini, dont le rang est e =
[Sn : H].

Démonstration. Le fait que AH est un S-module libre de type fini découle de ce que
(σ1, . . . , σn) est un système homogène de paramètres de AH . (voir [R.P. Stanley]).

Le rang r de ce module est évidemment r = dim|K(K⊗
S AH). Mais on a vu

que Inv(H) = AH [ 1
S
] ∼= K⊗

S AH . Donc d’après la théorie de Galois, on a bien
r = dimK(Inv(H)) = [Sn : H]
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On peut construire concrètement une base du S-module AH de la manière suiv-
ante : notons IH l’idéal de AH engendré par σ1, . . . , σn. On sait (voir [R.P. Stanley])
que des éléments homogènes η1, . . . , ηe de AH formeront une base de S-module
ssi leurs images dans AH/JH forment une base de k-espace vectoriel de AH/JH .
Soient (IH)m et (AH)m les composantes homogènes de degré m de IH et AH ;
soit I l’idéal de A engendré par (σ1, . . . , σn) et Im la composante homogène de
degré m. On sait que dimk(A/I) = n! =

∑
m≥0 dimk(Am/Im) = dimS(A), la

famille (Pα)α=(α1,... ,αn)∈Nn
,α1<1,... ,αn<n

= (xα1

1 · · · xαn
n )α1<1,... ,αn<n étant une base de

A comme S-module et de A/I comme k-espace vectoriel. Supposons toujours la
caractéristique de k nulle. Posons :

P̂α =
1

card(H)

∑

h∈H

h ⋆ Pα ;

alors (P̂α)α1<1,... ,αn<n engendre AH comme S-module, donc engendre AH/IH comme
k-espace vectoriel. De plus, (IH)m = (AH)m ∩ Im, donc (IH)m est engendré par

les éléments homogènes de degré m du type
∑

α ηαP̂α, où ηα ∈ k[σ1, . . . , σn] est
un polynôme sans terme constant en les σi, tandis que (AH)m est engendré par

les
∑

α ηαP̂α, où ηα ∈ k[σ1, . . . , σn] est un polynôme homogène en les xi tel que
deg(ηαPα) = m (voir [R.P. Stanley]).

Existence d’éléments primitifs homogènes

Soit toujours H un sous-groupe de Sn. Le corps Inv(H) est le corps des fractions
de AH . Plus précisément, comme nous l’avons vu juste avant le Théorème 4.1, on
a : Inv(H) ∼= K⊗

S AH . Comme Inv(H) est séparable sur K, il admet des éléments
K-primitifs. Donc il existe des éléments Ψ ∈ AH qui sont K-primitifs pour le corps
Inv(H). En fait il existe toujours de tels éléments qui soient homogènes, pourvu
que k soit infini. En effet, soit Ψ ∈ AH élément K-primitif de degré d ; soit λ une
indéterminée sur K, notons Ψλ l’homogénéisé de Ψ par λσ1 :

Ψλ = (λσ1)
dΨ(

x1

λσ1

, . . . ,
xn
λσ1

) .

Soit (ti)1≤i≤e une transversale à gauche de Sn mod H. Notons D(λ) le x-discriminant
de Pλ(x) =

∏
1≤i≤e(x− ti ⋆Ψλ). Alors D(λ) ∈ S[λ] et puisque Ψ est K-primitif, on a

D( 1
σ1

) 6= 0, car P 1
σ1

(x) = LΨ est le polynôme minimal de Ψ sur K. Donc D(λ) 6= 0.

Le corps k étant infini, on a λ̃ ∈ k tel que D(λ̃) 6= 0, d’où alors Θ = Ψλ̃ est encore
K-primitif, est homogène de degré d et LΘ = Pλ̃(x) est le polynôme minimal de Θ
sur K. (Les notations LΨ et LΘ sont celles introduites ci-dessous.)

Définition 4.2. Dans les conditions ci-dessus, tout élément Ψ ∈ Inv(H) qui est K-
primitif et qui appartient à AH est appelé un résolvant de H. Un tel résolvant est
dit homogène ssi c’est un polynôme homogène des xi. Le polynôme K-minimal d’un
tel résolvant Ψ sera appelé résolvante de Lagrange de H associées à Ψ et noté LΨ :
on a donc LΨ ∈ S[x].



12 JEAN-MARIE ARNAUDIES, ANNICK VALIBOUZE ∗

D’après la théorie de Galois, étant donné Ψ ∈ A, si on pose H = StabSn
(Ψ),

alors Ψ est un résolvant de H.

Remarque 3. Il existe un algorithme parallélisable (voir [A. Valibouze1] page 99)
permettant de calculer le polynôme minimal d’un nombre algébrique obtenus par
une relation algébrique entre les racines de polynômes d’une variable donnés. Cet al-
gorithme s’optimise grâce au Théorème de l’arité (voir [A. Valibouze2] ou [A. Valibouze1]).
Cet algorithme était utilisé par Lagrange (voir par exemple [J.L. Lagrange, tome VIII]
page 236, le calcul d’une résolvante produit) pour calculer des résolvantes partic-
ulières ; c’est pourquoi nous proposons de l’appeler Algorithme de Lagrange. Dans
[A. Valibouze4] un nouvel algorithme utilise une base standard de l’idéal de rela-
tions symétriques afin de calculer efficacement des résolvantes avec des résultants.
Dans [F. Lehobey] l’auteur décrit également une méthode efficace pour calculer
des résolvantes avec des résultants et étudie la factorisation des polynômes ap-
pliquée aux résolvantes. LL’auteur réalisé ses implantations en AXIOM. Un mod-
ule [A. Valibouze5] de calculs de résolvantes est fourni avec la dernière version
du système de calcul formel [MAXIMA]. Il existe d’autres méthodes permet-
tant de calculer de résolvantes ; entre autres dans [L. Soicher] (avec des résul-
tants), [K. Girstmair] (par interpolation), [D. Casperson, J. McKay] (avec des séries
génératrices), [E.H. Berwick,1915] (avec des invariants).

Théorème 4.3. (Lagrange) Soit H un sous-groupe de Sn et Ψ un résolvant de H.
Notons ∆Ψ le discriminant de la résolvante de Lagrange LΨ. On a :

AH ⊂ 1

∆Ψ

S[Ψ] .

Démonstration. (d’après Lagrange) Soit e = [Sn : H] et {ti}1≤i≤e une transver-
sale de Sn mod H, avec t1 = IdSn

. Posons Ψi = ti ⋆ Ψ (donc Ψ = Ψ1), d’où
LΨ =

∏e
i=1(x − Ψi) = xe − C1x

e−1 + · · · + (−1)eCe (LΨ ∈ S[x]). (Notons que
LΨ est théoriquement calculable à l’aide du théorème fondamental sur les fonctions
symétriques.)

Fixons g ∈ AH , soit gj = tj ⋆ g. Posons, pour 0 ≤ m ≤ e− 1 :

hm =
e∑

j=1

gjΨ
m
j =

e∑

j=1

tj ⋆ (gΨm).(15)

Il est clair que hm ∈ S (et hm est théoriquement calculable). On considère (15)
comme un système de Cramer en les gj. La résolution donne :

g1 =
1

δΨ
D , où(16)
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D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

h0 1 · · · 1
h1 Ψ2 · · · Ψe

...
...

...
he−1 Ψe−1

2 · · · Ψe−1
e

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

et δΨ = Vand(Ψ1, . . . ,Ψe) =
∏

1≤i<j≤e(Ψj − Ψi), donc δ2
Φ = ∆Ψ ∈ S, et (16)

équivaut à

g =
1

∆Ψ

E , où E = δΨD .(17)

On prouve ensuite que E ∈ S[Ψ]. Pour cela, notons que E = E(Ψ2, . . . ,Ψe) avec
E ∈ S[Ψ][T2, . . . , Te] et E symétrique en T2, . . . , Te (c’est évident sur δΨ et sur D).

D’après le théorème fondamental des fonctions symétriques, E(Ψ2, . . . ,Ψe) =
F (S1, . . . , Se−1) , où F ∈ S[Ψ][Y1, . . . , Ye−1] et où les Si sont les fonctions symétriques

élémentaires en Ψ2, . . . ,Ψe. Mais (x − Ψ2) . . . (x − Ψe) = LΨ(x)

x−Ψ
= xe−1 + (Ψ −

C1)x
e−2 + · · · ∈ S[Ψ][x]. Donc Sj ∈ S[Ψ] pour tout j. D’où E(Ψ2, . . . ,Ψe) = E =

F (S1, . . . , Se−1) ∈ S[Ψ]. Donc d’après (17) : g ∈ 1
∆Ψ

S[Ψ]

Remarque 4. Analyse de la démonstration du Théorème 4.3 : Cette démonstration
est en substance celle donnée par Lagrange dans ses Réflexions sur la résolution
des équations algébriques. Il est intéressant de la situer par rapport à la théorie
moderne des corps ; pour cela, conservons-en toutes les notations. Le corps Inv(H)
est une extension finie séparable de K, dont B = (1,Ψ,Ψ2, . . . ,Ψe−1) est une K-base.

Notons p(x) = LΨ,f (x) et soit p(x)

x−Ψ
= α0 +α1x+ · · ·+αe−1x

e−1. Soit Tr la trace de
Inv(H) relativement à K. Selon les conventions habituelles, pour toute partie M de
Inv(H), notons M∗ l’ensemble {ξ ∈ Inv(H) | Tr(ξM) ⊂ S}. D’après le Théorème
d’Euler bien connu, la base complémentaire de B dans Inv(H) est (αi/p

′(Ψ))1≤i≤e−1,
c’est-à-dire qu’on a : Tr(Ψjαi/p

′(Ψ)) = δi,j (0 ≤ i ≤ e − 1, 0 ≤ j ≤ e − 1, δi,j =
symbole de Knonecker), d’où l’on déduit classiquement (puisque AH est la clôture
intégrale de S dans Inv(H)) :

S[Ψ] ⊂ AH ⊂ A∗
H ⊂ S[Ψ]∗ =

1

p′(Ψ)
S[Ψ] .

Posons η = p′(Ψ) ; soit u l’élément de HomK(Inv(H)) défini par la multiplication
par η. Les relations ci-dessus montrent que u(AH) ⊂ S[Ψ]. Comme p(x) ∈ S[x],
la matrice de u dans la base B est à coefficients dans S. Les formules de Cramer
permettent donc à partir de : u(AH) ⊂ S[Ψ], de déduire que det(u)AH ⊂ S[Ψ].
Mais en notant N la norme de Inv(H) relative à K, on a : det(u) = N (η) =
(1−)e(e−1)/2∆Ψ, ce qui redémontre que ∆ΨAH ⊂ S[Ψ].

Nous voyons donc que Lagrange, par son raisonnement direct, réussit à se passer
de l’intermédiaire u(AH) ⊂ S[Ψ].
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Spécialisation d’une résolvante

Dans ce sous-paragraphe, nous fixons un polynôme f ∈ k[x], de degré n ≥ 1,

séparable, normalisé, et nous notons E la k-algèbre de ses racines dans k̂. On

numérote une fois pour toutes l’ensemble Rf des racines dans k̂ : Rf = {ρ1, . . . , ρn}
. Revenons aux notations et hypothèses de la Définition 4.2. Posons :

f = xn − c1x
n−1 + · · · + (−1)ncn ;(18)

Définition 4.4. Soit Ψ un résolvant du sous-groupe H de Sn. On appellera (H,Ψ)-
résolvante (de Lagrange) de f , et on notera LΨ,f , le polynôme obtenu en substituant
les ci de (18) aux σi dans LΨ. On dira que Ψ est f -séparable ssi la résolvante LΨ,f

est séparable.

Les résolvantes les plus commodes à utiliser sont les résolvantes séparables. On
a :

Théorème 4.5. Supposons le corps k infini. Soit A un sous-anneau de k dont k
soit le corps des fractions. Il existe un résolvant Ψ ∈ A[x1, . . . , xn] de H tel que
LΨ,f soit séparable, et on peut choisir Ψ homogène.

Démonstration. Soit H l’ensemble des classes à gauche de Sn mod H. Prenons n
indéterminées U1, . . . , Un. Puisque les ρi sont distincts, lorsque s décrit Sn, les n!
polynômes (

∑n
i=1 Uiρs(i)) − 1 ∈ k[U1, . . . Un] sont deux à deux premiers entre eux.

Donc si, pour C ∈ H, on définit ϕC ∈ k[U1, . . . Un] par

ϕC =
∏

s∈C

[(
n∑

i=1

Uiρs(i)) − 1] ,(19)

les ϕC (C ∈ H) sont aussi deux à deux premiers entre eux, et a fortiori distincts.
Comme A est infini, on peut donc trouver (u1, . . . , un) ∈ An tel que les éléments
(ϕC(u1, . . . , un))C∈H soient distincts. Pour un tel choix de (u1, . . . , un) posons :

Ψ =
∏

s∈H

[(
n∑

i=1

uixs(i)) − 1] ;(20)

on a : Ψ ∈ Inv(H) ∩A[x1, . . . , xn]. Les conjugués de Ψ dans l’extension F de K
sont les ΨC =

∏
s∈C [(

∑n
i=1 uixs(i)) − 1] , C ∈ H. (Ainsi Ψ = ΨH). D’après le choix

des ui, ces conjugués sont distincts, donc Ψ est un résolvant de H. Il est clair que

LΨ,f (x) =
∏

C∈H

(x− ΨC(ρ1, . . . , ρn)) ,(21)

donc LΨ,f est séparable.
Pour obtenir un résolvant homogène, raisonnons comme nous l’avons fait précédem-

ment. Soit λ une indéterminée sur F . Posons (ΨC)λ l’homogénéisé de ΨC par λσ1,
et :
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Pλ(x) =
∏

C∈H

(x− (ΨC)λ) ;

soit D(λ) le x-discriminant de Pλ(x), et soit D(λ) ∈ A[λ] obtenu en spécialisant
les σi en les ci dans D(λ). On a D( 1

σ1
) 6= 0, car D( 1

σ1
) est le discriminant de

P 1
σ1

(x) = LΨ,f(x). Puisque A est infini, on peut trouver λ̃ ∈ A tel que D(λ̃) 6= 0,

car D(λ) 6= 0 d’après ce qu’on vient de voir. Posons, après avoir fixé un tel λ̃ :

Θ = Ψλ̃ .

Alors Θ ∈ Inv(H)∩A[x1, . . . , xn] ; Θ est homogène de degré deg(Ψ) (=card(H))
en les xi. Les conjugués de Θ dans l’extension F de K sont les ΘC = (ΨC)λ̃.

Soit θC ∈ k obtenu en substituant ρ1, . . . , ρn à x1, . . . , xn dans ΘC. On a :
LΘ,f (x) =

∏
C∈H(x − θC), et le discriminant de LΘ,f est D(λ̃) 6= 0, donc d’une

part les (ΘC)C∈H sont nécessairement tous distincts, ce qui prouve que Θ est un
résolvant de H, et d’autre part le polynôme LΘ,f est séparable, i.e. ce résolvant est
séparable

Théorème 4.6. Supposons k infini. Soit A un sous-anneau de k dont k soit le
corps des fractions. Soit Ψ un résolvant d’un sous-groupe H de Sn tel que : LΨ,f

est séparable, n ≥ 5, et H 6∈ {An,Sn}, où An est le groupe alterné. Alors la

k-algèbre des racines de LΨ,f dans k̂ est E, celle de f .

Démonstration. Soient Ψ1, . . . ,Ψe les conjugués de Ψ dans l’extension F de K,
avec Ψ = Ψ1. Posons Ψ̃i = Ψi(ρ1, . . . , ρn). Choisissons a1, a2, . . . , ae éléments de
A (où e = [Sn : H]) tels que les éléments λs =

∑e
i=1 aiΨ̃s(i) (s ∈ Se) soient tous

distincts (c’est possible puisque d’après l’hypothèse les Ψ̃i sont distincts). L’action
de Sn = Gal(F/K) sur {Ψ1, . . . ,Ψe} est transitive, de plus comme par hypothèse
n ≥ 5, les seuls groupes distingués de Sn sont An,Sn et {1} et comme on a e ≥ 3,
cette action est donc fidèle, ce qui revient à dire que :

K[Ψ1, . . . ,Ψe] = F ;(22)

on a une représentation naturelle de Sn par permutations de {Ψ1, . . . ,Ψe}, qui
est fidèle et transitive, et qui associe à toute ϕ ∈ Sn, l’unique sϕ ∈ Se tel que
ϕ(Ψi) = Ψsϕ(i) pour tout i (voir § 2). Notons Γn le sous-groupe de Se image de cette
représentation, alors Γn est l’image naturelle dans Se de Gal(F/K), i.e. de la K-
algèbre des racines dans F du polynôme LΨ. Puisque les éléments (

∑e
i=1 aiΨs(i))s∈Γn

de F sont distincts, on voit que Φ =
∑e

i=1 aiΨi est élément primitif de F sur K.
D’après le Théorème 4.3, appliqué avec H = {1}, et avec le résolvant Φ de ce H,
on a (puisque A{1} = A) : A ⊂ 1

∆Φ
S[Φ], où ∆Φ est le x-discriminant du polynôme



16 JEAN-MARIE ARNAUDIES, ANNICK VALIBOUZE ∗

∏

s∈Γn

(x−
e∑

i=1

aiΨs(i)) ;

puisque S[Φ] ⊂ S[Ψ1, . . . ,Ψe], on en déduit :

{
A ⊂ 1

∆Φ
S[Ψ1, . . . ,Ψe] c’est à dire :

∆ΦA ⊂ S[Ψ1, . . . ,Ψe]
;(23)

Posons ∆̃Φ = ∆Φ(ρ1, . . . , ρn) = ǫ
∏

s,t∈Γn,s6=t

(λs − λt)

(où ǫ = (−1)n!(n!−1)/2). Par le choix même de Φ, on a ∆̃Φ 6= 0. En spécialisant les
deux membres de (23), on obtient donc E = ∆̃Φk[ρ1, . . . , ρn] ⊂ k[Ψ̃1, . . . , Ψ̃e] ⊂ E,
d’où E = (= k[ρ1, . . . , ρn]) = k[Ψ̃1, . . . , Ψ̃e]

Remarque 5. Ce Théorème 4.6 améliore le résultat donné par [L.E. Dickson] pages
190 et suivantes ; les groupes notés G et Γ dans cette référence sont respectivement
Gal(f/k) et Gal(LΨ,f/k), et Dickson dit que “ G est simplement ou multiplement
isomorphe à Γ, et donc que card(G) ≥ card(Γ). ”.

Remarque 6. Sous les hypothèses du Théorème 4.6, Soit P1P2 . . . Pr une décompo-
sition dans k[x] en facteurs irréductibles normalisés de LΨ,f(x). Si Gal(E/k) est
simple, on a Gal(Pi/k) ∼= Gal(E/k) pour tout i tel que deg(Pi) > 1. Sinon, on
obtient une tour normale de sous-groupes de Gal(E/k) :

{1} → Gal(K1/k) → · · · → Gal(Kr−1/k) → Gal(Kr/k) = Gal(E/k) ,

où Ki désigne le corps des racines de P1P2 . . . Pi dans E (1 ≤ i ≤ r). Cette tour
donne évidemment, pour 1 ≤ i ≤ r :

Gal(Ki/k) ∼= Gal(Ki+1/k)/Gal(Ki+1/Ki)

(Gal(Ki+1/Ki) = Gal(Pi+1/Ki)), i.e. Gal(Ki+1/k) est une extension de Gal(Ki/k)
par Gal(Pi+1/Ki).

Remarque 7. Le Théorème 4.6 est très utile pour construire des polynômes parti-
culiers de groupe de Galois donné. On en verra plus loin quelques exemples.



RÉSOLVANTES DE LAGRANGE 17

5. Résolvantes et idéaux de k[x1, . . . , xn]

Reprenons les notations du §4. Nous utiliserons ci-dessous la terminologie et les
résultats de [J.M. Arnaudiès] relatifs aux variétés de dimension zéro. (Rappelons
que selon cette terminologie, le mot variété désigne des ensembles de points.) Donc

nous supposerons ici que k est de caractéristique nulle. Nous noterons : Â =
k̂

⊗
kA ; I l’idéal de A engendré par {σ1 − c1, . . . , σn − cn} dit idéal des relations

symétriques ; Î = k̂
⊗

I l’idéal de Â engendré par {σ1 − c1, . . . , σn − cn} ; W la

variété de dimension zéro définie par Î dans k̂n ; Γ = Gal(E/k) ; N = card(Γ). Dans
[A. Mach, A. Valibouze] on trouvera une formule close donnant une base standard
de l’idéal I relativement à l’ordre lexicographique.

On a une représentation par permutations fidèle R : Γ → Sn qui associe, à tout
élément u ∈ Γ, la permutation su ∈ Sn telle que u(ρi) = ρsu(i) pour tout i ∈ [1, n].
Nous conviendrons d’identifier Γ à un sous-groupe de Sn à l’aide de R. Cette
identification sera systématiquement utilisée par la suite. Notons ici que pour tout
g ∈ A et tout s ∈ Γ, on a :

(s(g))(ρ1, . . . , ρn) = s(g(ρ1, . . . , ρn)) ,(24)

relation dans laquelle au membre de gauche s est considéré comme élément de
Sn = Gal(F/K), et au membre de droite comme élément de Γ = Gal(E/k).

La variété W
Il est clair que W = {(ρs(1), . . . , ρs(n))}s∈Sn

; la forme fondamentale ΨW(T,U)
est

∏
s∈Sn

(T − ∑n
i=1 Uiρs(i)) ; sa décomposition en facteurs irréductibles de k[T,U ]

est ΨW(T,U) =
∏
C∈H PC , où H = (Sn/Γ)d et où, pour tout C ∈ H, on a posé

PC =
∏
s∈C(T − ∑n

i=1 Uiρs(i)).
Les composantes k-irréductibles de W sont donc les ensembles

TC = {(ρs(1), . . . , ρs(n))}s∈C , (C ∈ H) ;

nous poserons V = TΓ et Ψ = PΓ. On sait que le k-espace vectoriel A/I (resp.

k̂-espace vectoriel Â/Î) est engendré par les représentants des xα1

1 · · · xαn

n pour α1 <
1, . . . , αn < n (c’est une conséquence facile des formules de Girard-Newton, ou
d’une base standard de I donnée dans [A. Mach, A. Valibouze]). Comme d’autre

part, dimk̂(Â/
√

Î) = card(W) = n! ≤ dimk̂(Â/Î) ≤ n!, on en déduit les formules
bien connues :

Î =
√

Î , I =
√

I , dimk(A/I) = dimk̂(Â/Î) = n! ;(25)

de plus le U -résultant de I est ΨW(T,U).
Le groupe de Galois de W sur k est Γ, car le corps de rupture de W sur k est E,

qui est aussi le corps de rupture sur k de chaque variété TC, C ∈ H. Pour chaque
C ∈ H, l’idéal MC = {g ∈ A | g = 0 sur TC} de A est maximal, et définit la variété
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TC , et on a E ∼= A/MC . Les MC sont les idéaux premiers associés à I dans A, et
on a :

I =
⋂

C∈H

MC .(26)

Nous poserons N = MΓ. (Donc N = {g ∈ A | g(ρ1, . . . , ρn) = 0} dit idéal des
relations entre les racines de f .) On voit comme ci-dessus que pour chaque C ∈ H,
le U -résultant de MC est PC , la forme fondamentale de TC.

On sait trouver une base standard de l’idéal N relative à l’ordre lexicographique.
Elle s’obtient en factorisant f dans des extensions successives de k, ce qui est assez
coûteux. (voir [N. Tchebotarev] et [A. Mach, A. Valibouze]). Nous allons ci-dessous
définir des systèmes générateurs à n + 1 éléments pour chaque idéal MC . Bien
entendu, il suffit pour cela d’envisager la génération de l’idéal N.

Théorème 5.1. Soit g ∈ N\(⋃C∈H,C 6=Γ MC) ; alors l’idéal N de A est engendré par
{σ1 − c1, . . . , σn − cn, g}.
Démonstration. Notons a l’idéal de A engendré par {σ1 − c1, . . . , σn − cn, g}. Les
hypothèses entrâınent V(a) = V = V(N), d’où :

I ⊂ a ⊂ √
a = N ;

pour tout l ∈ N, les idéaux Nl et J =
⋂
C∈H , C 6=Γ MC de A sont comaximaux.

Choisissons l ∈ N de façon que Nl ⊂ a, ce qui est possible car N =
√

a et car A est
noethérien. Soit alors u ∈ Nl et v ∈ J tels que u+ v = 1. Pour tout x ∈ N, on a :
x = xu + xv ; or : xu ∈ Nl ⊂ a, et xv ∈ NJ ⊂ N ∩ J = I ⊂ a, d’où x ∈ a. Donc
N = a

Commentaires sur le Théorème 5.1
Ce théorème est implicitement latent dans toute la littérature ancienne sur la

théorie de Galois.

Application du Théorème 5.1 aux résolvantes

Théorème 5.2. Soit Θ un résolvant d’un sous-groupe H de Sn, posons
θ = Θ(ρ1, . . . , ρn).

a) Si Γ ⊂ H, alors θ ∈ k ;
b) si θ ∈ k et si θ est racine simple de la résolvante LΘ,f , alors Γ ⊂ H

;
c) si Γ ⊂ H et si θ est racine simple de LΘ,f , alors Γ = H ssi l’idéal

N est engendré par {σ1 − c1, . . . , σn − cn,Θ − θ}.
Démonstration. Notons g 7→ g̃ le morphisme de k-algèbre A → E, g 7→ g(ρ1, . . . , ρn).
Pour tout s ∈ Γ, on a s̃.g = s(g̃) (cf. (24)).

a) supposons Γ ⊂ H. Alors pour s ∈ Γ, on a : s(θ) = s(Θ̃) = s̃.Θ = Θ̃ = θ ; donc
θ est Γ-invariant, d’où θ ∈ k.
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b) Soient Θ1 = Θ,Θ2, . . . ,Θν les conjugués de Θ distincts dans l’extension F de
K. Notons θi = Θ̃i. On a : LΘ,f (x) =

∏ν
i=1(x− θi), et par hypothèse θi 6= θ1 = θ si

i ≥ 2. Soient alors s ∈ Γ et j ∈ [1, ν] tels que Θj = s.Θ ; on a : θj = Θ̃j = s̃.Θ =

s(Θ̃) = s(θ) = θ 6= θi pour i ≥ 2 et donc j = 1 ; c’est-à-dire s ∈ H ; d’où Γ ⊂ H.
c) D’après les hypothèses, on a θ ∈ k. d’après le Théorème 5.1, pour que l’idéal

N soit engendré par {σ1 − c1, . . . , σn − cn,Θ − θ}, il faut et il suffit que Θ − θ
prenne une valeur non nulle sur les composantes (TC)C 6=Γ de W, autrement dit que
Θ(ρs(1), . . . , ρs(n)) 6= θ pour s ∈ Sn\Γ. Mais pour tout s ∈ Sn, Θ(ρs(1), . . . , ρs(n)) =
(s.Θ)(ρ1, . . . , ρn). Puisque θ est racine simple de LΘ,f , le raisonnement vu en b)
prouve que (s.Θ)(ρ1, . . . , ρn) = θ ssi s ∈ H. Donc la condition “ N est engendré par
{σ1 − c1, . . . , σn− cn,Θ− θ} ” équivaut à “ s ∈ Sn\Γ implique s 6∈ H ”, c’est-à-dire
à H ⊂ Γ. Comme on a déjà Γ ⊂ H, en fin de compte cette condition équivaut à :
Γ = H

En abandonnant la contrainte “ θ ∈ k ”, on peut affiner le Théorème 5.2 :

Théorème 5.3. Soit Θ un résolvant d’un sous-groupe H de Sn. Posons θ =
Θ(ρ1, . . . , ρn), notons Θ1, . . . ,Θν les conjugués de θ = Θ1 distincts dans l’extension
F de K, soit Ci = {s ∈ Sn | s.Θ1 = Θi} (1 ≤ i ≤ ν). Supposons que θ soit une
racine simple de la résolvante LΘ,f ; soit h le facteur normalisé irréductible dans
k[x] de LΘ,f qui s’annule en θ. Supposons la numérotation (Θi) choisie pour que

h(x) = (x− Θ̃1) · · · (x− Θ̃r) (1 ≤ r ≤ ν), notons S = StabSn
({Θ1, . . . ,Θr}). Alors :

a) La Γ-orbite de Θ dans F est O = {Θ1, . . . ,Θr}.
b) On a Γ ⊂ S ⊂ ⋃r

i=1 Ci, et [S : Γ] = [S ∩H : Γ ∩H].
c) On a : Γ = S =

⋃r
i=1 Ci ssi l’idéal N est engendré par G =

{σ1 − c1, . . . , σn − cn, h(Θ)}.

Démonstration. a) Si s ∈ Γ, on a : h(s̃.Θ) = h(s(Θ̃)) = s(h(Θ̃) = s(0) = 0 (car
h ∈ k[x]), donc s.Θ ∈ {Θ1, . . . ,Θr}, car du fait que h est un facteur simple de

LΘ,f , les seuls indices j ∈ [1, ν] tels que Θ̃j ∈ {Θ̃1, . . . , Θ̃r} sont 1, 2, . . . , r. Donc
la Γ-orbite de Θ dans F est contenue dans O. Si i ∈ [1, r], on a un γ ∈ Γ tel que

γ.Θ̃ = Θ̃i puisque h est irréductible dans k[x]. Alors γ̃Θ = γ(Θ̃) = Θ̃i, ce qui force
γ.Θ = Θi pour les mêmes raisons que ci-dessus. Donc O est bien la Γ-orbite de Θ
dans F .

b) L’inclusion S ⊂ ⋃r
i=1 Ci est claire. Montrons que Γ ⊂ S ; soit s ∈ Γ on a

s({Θ̃1, . . . , Θ̃r}) = {Θ̃1, . . . , Θ̃r} car h ∈ k[x]. Donc si i ∈ [1, r], du fait (dû à

ce que s ∈ Γ) que s(Θ̃i) = s̃.Θi, on déduit que s̃.Θi ∈ {Θ̃1, . . . , Θ̃r} par le même
argument qu’en a), d’où s(Θi) ∈ {Θ1, . . . ,Θr}, d’où s ∈ S. Ce qui prouve bien que
Γ ⊂ S. Enfin O est la S-orbite de Θ, et StabS(Θ) = S ∩ H, StabΓ(Θ) = Γ ∩ H,
d’où r = [Γ : Γ ∩H] = [S : S ∩H], d’où [S : Γ] = [S ∩H : Γ ∩H].

c) Il est clair que h(Θ) est nul sur TΓ. D’après le Théorème 5.1, pour que l’idéal N

soit engendré par G, il faut et il suffit que h(Θ) ne s’annule sur aucun ensemble TC
pour C 6= Γ, c’est-à-dire que l’on ait h(Θ(ρs(1), . . . , ρs(n))) 6= 0 pour tout s ∈ Sn\Γ,

ce qui s’écrit : h(s̃.Θ) 6= 0 pour tout s ∈ Sn\Γ. Mais comme h est facteur simple de
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LΘ,f , les seuls s ∈ Sn tels que h(s̃.Θ) = 0 sont ceux qui vérifient s.Θ ∈ {Θ1, . . . ,Θr},
i.e. les éléments de

⋃r
i=1 Ci. Donc N est engendré par G ssi s ∈ Sn\Γ puisque

s 6∈ ⋃r
i=1 Ci, c’est-à-dire ssi

⋃r
i=1 Ci ⊂ Γ, et d’après b) cette condition équivaut bien

à : Γ = S =
⋃r
i=1 Ci

Sous les hypothèses du Théorème 5.3, il n’y a aucune raison que l’ensemble E =⋃r
i=1 Ci soit un sous-groupe de Sn. Toutefois , si E est contenu dans le normalisateur

N de Γ dans Sn, alors E = S. En effet dans ce cas, soit s ∈ Ci (1 ≤ i ≤ r) et
soit γ ∈ Γ. On a donc γs = sγ′ avec γ′ ∈ Γ. En appliquant γ aux coefficients
de P =

∏r
j=1(x − s̃.Θj), on obtient (puisque γ ∈ Γ)

∏r
j=1(x − γ.s̃.Θj)

∏r
j=1(x −

˜(γs).Θj) =
∏r
j=1(x − ˜(sγ′).Θj) =

∏r
j=1(x − ˜s(γ′.Θj)) = (du fait que γ′ ∈ Γ ∈

S)=
∏r
l=1(x− s̃.Θl) = P . Cela prouve que P ∈ k[x], mais comme deg(P ) = r et que

P (Θ̃i) = P (s̃.Θ) = 0, cela force P = h, donc {s̃.Θj}1≤j≤r = {Θ̃j}1≤j≤r, d’où s ∈ S
puisque h est facteur simple de la résolvante LΘ,f .

6. Résolvantes de Lagrange et groupes de Galois

Dans ce paragraphe, on reprend les notations en vigueur aux §§3 à 5 et les
hypothèses des §§3 et 4. En particulier, E désigne la k-algèbre des racines dans
k̂ de f(x) = xn − c1x

n−1 + · · · + (−1)ncn ∈ k[x], et g 7→ g̃ désigne le morphisme de

spécialisation A → k̂, g 7→ g(ρ1, . . . , ρn). Rappelons que le groupe Γ = Gal(E/k),
par son action sur {ρ1, . . . , ρn}, est identifié à un sous-groupe de Sn = Gal(F/K).
Dans tout ce qui suit, on ne fera aucune hypothèse a priori sur le corps k.

Théorème 6.1. Soit Θ un résolvant d’un sous-groupe H de Sn ; posons θ = Θ̃. Si
θ est racine simple de LΘ,f , alors StabΓ(θ) = Γ ∩H, autrement dit Gal(E/k(θ)) =
Γ ∩H.

Démonstration. Pour tout g ∈ Γ et P ∈ A, on a g̃.P = g(P̃ ) (cf. (24), §5). Si

g ∈ Γ∩H, on en déduit : g̃.Θ = Θ̃ = θ = g(Θ̃) = g(θ). Donc, Γ∩H ⊂ StabΓ(θ). Si
g ∈ Γ\H, alors Θ′ = g.Θ est un conjugué de Θ dans F sur K distinct de Θ. Donc
puisque θ est racine simple de LΘ,f (x) =

∏
(x − Ψ̃), où le produit est étendu aux

Ψ conjugués de Θ dans F sur K, on a θ′ = Θ̃′ 6= θ, d’où θ′ = Θ̃′ = g̃.Θ = g(Θ̃) =
g(θ) 6= θ, i.e. g 6∈ StabΓ(θ). En définitive, StabΓ(θ) = Γ ∩H

Corollaire 6.2. Dans les conditions du théorème 6.1, le degré du polynôme mini-
mal de θ sur k est [Γ : Γ ∩H].

Théorème 6.3. Soit Θ un résolvant d’un groupe H de Sn ; posons θ = Θ̃. Sup-
posons que θ soit une racine de multiplicité ν de LΘ,f(x). Ecrivons LΘ =

∏e
i=1(x−

Θi) avec Θ1 = Θ, Θ̃i = θ pour i ≤ ν et Θ̃i 6= θ pour i > ν. Notons L =
StabSn

({Θ1, . . . ,Θν}). On a : Gal(E/k(θ)) = StabΓ(θ) = Γ ∩ L ; de plus ,
Γ ∩H ⊂ Γ ∩ L, et [Γ : Γ ∩H] ≤ ν [k(θ) : k].
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Démonstration. Fixons l’indice i (1 ≤ i ≤ ν). Si g ∈ Γ, on a g ∈ StabΓ(θ) ssi

g(Θ̃i) = Θ̃i, c’est-à-dire ssi g̃.Θi = θ, ce qui signifie : g.Θi ∈ {Θ1, . . . ,Θν}. C’est
vrai avec tout i ≤ ν, d’où Gal(E/k(θ)) = StabΓ(θ) = Γ ∩ L. En particulier si
g.Θ1 = Θ1, i.e. si g ∈ H, alors g ∈ L, d’où Γ ∩H ⊂ Γ ∩ L. En faisant opérer Γ ∩ L
sur {Θ1, . . . ,Θν}, on voit que le stabilisateur de Θ1 dans Γ ∩ L est Γ ∩H à cause
de ce qui précède. D’où [Γ ∩ L : Γ ∩H] = card(OrbΓ∩L(Θ)) ≤ card(OrbL(Θ)) = ν
; d’autre part, [Γ : Γ ∩ L] = [k(θ) : k], d’où enfin [Γ : Γ ∩H] = [Γ : Γ ∩ L] [Γ ∩ L :
Γ ∩H] ≤ [k(θ) : k] ν

De la démonstration ci-dessus, il se dégage immédiatement :

Corollaire 6.4. Avec les notations et hypothèses du Théorème 6.1, on a :

[k(θ) : k] = [Γ : Γ ∩ L] ;

en particulier, on a : θ ∈ k ssi Γ ⊂ L.

Ce dernier corollaire résout la question des conditions imposées au groupe de
Galois Γ par l’existence de relations algébriques entre les racines de f . De façon
précise, supposons connu un élément Ψ ∈ k[x1, . . . , xn] tel que Ψ(ρ1, . . . , ρn) = 0.
Formons la résolvante LΨ,f (x) =

∏m
i=1(x − Ψ̃i), où LΨ =

∏m
i=1(x − Ψi), Ψ1 = Ψ,

m = [Sn : StabSn
(Ψ)]. Soit J l’ensemble des i ∈ [1,m] tels que Ψ̃i = 0. Alors

d’après le corollaire du Théorème 6.3, on voit que Γ ⊂ StabSn
({Ψj}j∈J). En parti-

culier si 0 est racine simple de LΨ,f , on a : Γ ⊂ StabSn
(Ψ).

Conservons toujours les notations du Théorème 6.3. Désignons par C1, . . . , Ce
les classes à gauche de Sn mod H, ordonnées de façon que pour tout i, on ait
Ci = {σ ∈ Sn | σ.Θ = Θi}. Alors : pour i ≤ ν, Ci ∩ Γ ⊂ L, et si i > ν,
Ci ∩ Γ ∩ L = ∅, donc

Γ ∩ L =
ν⋃

i=1

(Ci ∩ Γ) .

Poursuivons notre analyse du Théorème 6.3 en introduisant un deuxième ré-
solvant Ψ de H. Notons Ψi la valeur commune des σ.Ψ pour σ ∈ Ci (1 ≤ i ≤ e).
Deux facteurs normalisés F et G de LΘ,f et LΨ,f respectivement seront dits par-

allèles ssi on a une même partie J de [1, e] telle que : F (x) =
∏
j∈J(x − Θ̃j), et

G(x) =
∏
j∈J(x − Ψ̃j). S’il en est ainsi, et si l’une des deux résolvante est f -

séparable, J est alors unique.
Dans ce qui suit, nous supposerons que Ψ est f -séparable, et nous nous proposons

d’étudier le facteur de LΨ,f parallèle à un facteur multiple de LΘ,f dans k[x].
Notons h l’élément irréductible dans k[x] et normalisé nul en θ qui divise LΘ,f ,

et soit ν l’entier ≥ 1 tel que hν divise LΘ,f mais hν+1 ne le divise pas. Ecrivons
h(x) = (x − θ1) · · · (x − θd), avec θ1 = θ (donc θ1, . . . , θd sont les Γ-conjugués de
θ). Soit R = {Θ1, . . . ,Θe} et Ri = {Φ ∈ R | Φ̃ = θi} (1 ≤ i ≤ d). On a donc
card(Ri) = ν pour tout i, et à cause du Théorème 6.3 d = [Γ : Γ ∩ StabSn

(Ri)].
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De plus R1 = {Θ1, . . . ,Θν}. On notera Li = StabSn
(Ri) (donc L1 = L).

L’ensemble
⋃d
i=1 Ri est γ-stable ; notons O l’ensemble des Γ-orbites de

⋃d
i=1 Ri.

Pour O ∈ O, les O∩Ri (1 ≤ i ≤ d) sont les Γ∩Lj-orbites de O pour n’importe quel
choix de j, on a un entier mO ne dépendant que de O tel que mO = card(O ∩ Ri)
pour tout i, et qui est, par application du Théorème 6.3, donné par mO = [Γ∩Lj :
Γ ∩ StabSn

(Φ)] pour tout j ∈ [1, d] et tout Φ ∈ O ∩ Rj. Le système (O ∩ Ri)1≤i≤d
est un système de blocs de primitivité pour l’action de Γ sur O. On a donc
ν =

∑
O∈OmO ; hν(x) =

∏
O∈O(

∏
Φ∈O(x− Φ̃)) ; card(O) = d.mO pour tout O ∈ O.

Pour O ∈ O, soit JO l’ensemble des indices j ∈ [1, e] tels que Θj ∈ O. Par

définition, le facteur parallèle à hν dans LΨ,f est
∏
O∈O(

∏
j∈JO

(x − Ψ̃j)) ; mais

si O ∈ O, {Ψ}j∈JO
est une Γ-orbite, donc le polynôme PO(x) =

∏
j∈JO

(x − Ψ̃j)
appartient à k[x], et c’est un facteur normalisé irréductible dans k[x] de LΨ,f , dont
le degré est d.mO. Nous en déduisons le résultat suivant :

Théorème 6.5. Théorème des multiplicités Dans les conditions ci-dessus, le
facteur irréductible de LΨ,f parallèle à hν est

∏
O∈O PO, où pour chaque O ∈ O, le

polynôme PO(x) est un facteur irréductible dans k[x] de LΨ,f (x) dont le degré d.mO

est un multiple du degré d = deg(h).

(L’idée de comparer un résolvant séparable à un résolvant quelconque apparâıt
déjà dans Lagrange [J.L. Lagrange, tome IV] ; nous y reviendrons au §10 ci-après).

Remarque 8. Ce théorème revêt une importance pratique certaine. En effet, le
calcul effectif des résolvantes dans des cas numériques amène très fréquemment à
des facteurs multiples, surtout pour les polynômes à “ petit ” groupe de Galois.
Ce théorème, ainsi que le Théorème 6.6 ci-dessous permettront néanmmoins d’en
déduire des renseignements qui peuvent dispenser de chercher des résolvantes sé-
parables. Par exemple, supposons que le calcul d’une résolvante par Θ, y révèle un
facteur P 2 où deg(P ) = 12 et P (x) irréductible dans k[x] ; alors on en déduira que
pour tout résolvant f -séparable Ψ du même groupe que Θ, la factorisation de LΨ,f

fera apparaitre soit au moins 2 facteurs de degré 12, soit au moins un de degré 24.

Dans ce qui suit, sur Nr (où r ∈ N⋆) nous utiliserons l’ordre naturel produit, noté
�, et ainsi défini : si a = (a1, . . . , ar) ∈ Nr et b = (b1, . . . , br) ∈ Nr, alors a � b ssi
ai ≤ bi pour tout i. Remarquons que si deux partitions a et b d’une même entier
m ≥ 1 vérifient a � b, alors a = b.

Nous rappelons que ̟ désigne la matrice des partitions définie au §3.
Théorème 6.6. Soit Θ un résolvant d’un sous-groupe H de Sn. Supposons que
tous les facteurs irréductibles de LΘ,f soient séparables. Soit C la classe de conju-
gaison de H dans Sn ; notons e = [Sn : H] ; pour 1 ≤ j ≤ e, soit αj le nombre de
facteurs irréductibles simples de LΘ,f de degré j ; alors

(α1, . . . , αe) � ̟(Γ, C) ;

si LΘ,f est séparable (i.e. si Θ est f -séparable), alors

(α1, . . . , αe) = ̟(Γ, C) .
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Démonstration. Soit {γm}1≤m≤e une transversale gauche de Sn mod H. Posons
Hm = γmHγ

−1
m , Θm = γm.Θ avec, pour commodité, γ1 =Id, l’élément neutre de Sn,

d’où H1 = H et Θ1 = Θ. Notons θm = Θ̃m. On a donc :

LΘ =
e∏

m=1

(x− Θm) ; LΘ,f =
e∏

m=1

(x− θm) ;

Hm = StabSn
(Θm) .

Fixons j, (1 ≤ j ≤ e). Soit P un facteur k-irréductible simple de degré j de
LΘ,f . Soit P =

∏
m∈J(x− θm), avec J ⊂ [1, e] et card(J) = j. Si m ∈ J , d’après le

corollaire du Théorème 6.1, on a : j = deg(P ) = [Γ : Γ ∩Hm].
Soit Nj le nombre des m ∈ [1, e] tels que [Γ : Γ ∩ Hm] = j. D’après ce

qu’on vient de voir, on a : jαj ≤ Nj. Or par définition (voir (13) et (14)) ,
(N1/1, N2/2, . . . , Ne/e) = ̟(Γ, C), ce qui prouve bien que :

(α1, . . . , αe) � ̟(Γ, C) .(27)

Si maintenant LΘ,f est séparable, il est clair que
∑e

j=1 jαj = deg(LΘ,f) = e, donc
alors (α1, . . . , αe) et (N1/1, N2/2, . . . , Ne/e) sont deux partitions de e et à cause de
(27), elles sont égales.

Méthode de la chasse aux résolvantes

Pour chaque classe de conjugaison Cj de sous-groupes de Sn (1 ≤ j ≤ s), choisis-
sons un groupe Hj ∈ Cj et une transversale gauche {γm}1≤m≤ej

de Sn mod Hj, où
ej = [Sn : Hj], de façon que γ1 =Id, l’élément neutre de Sn.

Choisissons un résolvant de Hj, noté Θj. Posons Θj,m = γm.Θj (1 ≤ m ≤ ej), de
sorte que Θj,1 = Θj, LΘj

=
∏ej

m=1(x− Θj,m) .
Si LΘj ,f est séparable, nous noterons π(Θj, f) la partition (αj,1, . . . , αj,ej

) de
ej, où αj,p est le nombre de facteurs irréductibles de degré p sur k de LΘj ,f . En
combinant les Théorèmes 3.1 et 6.6, on arrive au théorème principal que nous avions
en vue :

Théorème 6.7. Avec les notations ci-dessus, supposons que tous les résolvants Θi

(1 ≤ i ≤ s) soient f -séparables. Alors la classe de conjugaison G du groupe de
Galois Γ = Gal(E/k) est G = Cr, où r est l’indice tel que la ligne d’indice r de
la matrice des partitions P = [̟(Ci, Cj)]1≤i≤s

1≤j≤s
du groupe Sn cöıncide avec la ligne

(π(Θ1, f), π(Θ2, f), . . . , π(Θs, f)).

Le Théorème 6.7 donne une méthode effective pour calculer la classe de con-
jugaison G : on détermine la matrice des partitions P (par exemple le logiciel
G.A.P. permet aisément de calculer une intersection de groupes ainsi que l’indice
d’un groupe dans un autre) ; on calcule ensuite, si c’est possible, des résolvants
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f -séparables Θj (1 ≤ j ≤ s), on factorise les LΘj,f dans k[x], on en déduit les par-
titions π(Θj, f) et on applique enfin le Théorème 6.7. Si k est infini, l’existence de
résolvantes f -séparables Θj est assurée d’après le Théorème 4.5.

Lorsqu’on appliquera cette méthode, les groupes Hj ci-dessus introduits seront
appelés les groupes tests, et les classes Ci parmi lesquelles on recherche G seront
appelées classes candidates, le mot “ groupe ” étant ici entendu à conjugaison près
dans Sn.

Dans la pratique, il n’est pas nécessaire de calculer toutes les résolvantes LΘj ,f .
En effet pour r fixé (1 ≤ r ≤ s), notons Ur,j l’ensemble des i ∈ [1, s] tels que
̟(Ci, Cj) = ̟(Cr, Cj). Convenons de dire qu’une partie Jr de [1, s] départage Cr
ssi

⋂
j∈Jr

Ur,j = {r}. Pour déterminer G, il suffit pour chaque r de calculer les
résolvantes LΘj ,f pour j parcourant une partie Jr qui départage Cr. Le Théorème
6.7 assure que [1, s] départage chaque Cr ; appelons système séparant de parties de
[1, s] toute famille (Jr)1≤r≤s de parties de [1, s] telles que Jr départage Cr pour tout
r, et appelons support d’un tel système l’ensemble J =

⋃s
r=1 Jr. Dans tous les cas

numériques, on pourra calculer G en ne calculant que les résolvantes LΘj ,f pour
j décrivant le support d’un quelconque système séparant, pourvu que ces LΘj ,f

soient séparables. On choisira alors les systèmes conduisant aux calculs les plus
rapides. Notons ici que ce ne sont pas forcément les résolvantes de plus bas degré
qui conduisent aux calculs les plus rapides. Il existe des résolvantes de degré assez
élevé dont le calcul est quasiment immédiat.

En résumé, l’utilisation optimale du Théorème 6.7 consiste en premier lieu à
repérer les classes Cj conduisant aux calculs les plus rapides des résolvantes LΘj ,f ;
puis à former des systèmes séparants utilisant le maximum de classes Cj ainsi
repérées, et enfin à en déduire G.

Pour exposer la méthode nous allons détailler l’exemple du cas où n = 4, en
supposant k de caractéristique 6= 2 et 6= 3.

A l’aide de G.A.P., on obtient d’abord une liste de représentations des classes de
conjugaison de sous-groupes de S4, classées par degrés décroissants :

Table 1
Représentants des classes de conjugaison de sous-groupes de S4

Représentants Générateurs Cardinal Nature
H1 [ ] 1
H2 [ (3,4) ] 2
H3 [ (1,2)(3,4) ] 2
H4 [ (2,3,4) ] 3
H5 [ (3,4), (1,2) ] 4 (Z/2Z)2

H6 = G1 [ (1,2)(3,4), (1,3)(2,4) ] 4 (Z/2Z)2

H7 = G2 [ (1,2)(3,4), (1,3,2,4) ] 4 (Z/4Z)
H8 [ (2,3,4), (3,4) ] 6 S3

H9 = G3 [ (3,4), (1,2)(3,4), (1,3)(2,4) ] 8 D4 (diédral)
H10 = G4 [ (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (2,3,4) ] 12 A4

H11 = G5 [ (1,4), (2,4), (3,4) ] 24 S4
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Dans cette liste, les Gi désignent les représentants des classes de sous-groupes
transitifs.

Table 2 : résolvants de ces groupes

H1 Θ1 = u1x1 + u2x2 + u3x3 (avec (u1, u2, u3) distincts et non nuls)
H2 Θ2 = x1 + x3x4

H3 Θ3 = x1x2 + x1x3 + x2x4

H4 Θ4 = (x2 − x3)(x3 − x4)(x4 − x2)
H5 Θ5 = x1x2

H6 Θ6 = x1x3 + x2x4 − x1x2 − x3x4

H7 Θ7 = x1x
2
2 + x2x

2
3 + x3x

2
4 + x4x

2
1

H8 Θ8 = x1

H9 Θ9 = x1x2 + x3x4

H10 Θ10 =
∏

1≤i<j≤4(xj − xi)
H11 Θ11 = 1

Puis en utilisant G.A.P., comme nous l’avons indiqué précédemment, nous calcu-
lons la matrice des partitions ci-dessous, où l’on convient, pour d’abréger, de noter
dν11 · · · dνr

r la partition [(ν1, d1), . . . , (νr, dr)] :

Table 3 : transposée de la matrice des partitions de S4

H1 H2 H3 H4 H5 H6 H7 H8 H9 H10 H11

H1 124 212 212 38 46 46 46 64 83 122 24
H2 112 12, 25 26 34 22, 42 43 43 32, 6 4, 8 12 12
H3 112 26 14, 24 34 22, 42 26 22, 42 62 43 62 12
H4 18 24 24 12, 32 42 42 42 2, 6 8 42 8
H5 16 12, 22 12, 22 32 12, 4 23 2, 4 32 2, 4 6 6
H6 16 23 16 32 23 16 23 6 23 32 6
H7 16 23 12, 22 32 2, 4 23 12, 4 6 2, 4 6 6
H8 14 12, 2 22 1, 3 22 4 4 1, 3 4 4 4
H9 13 1, 2 13 3 1, 2 13 1, 2 3 1, 2 3 3
H10 12 2 12 12 2 12 2 2 2 12 2
H11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

(Dans cette table 3, les groupes de la première ligne sont les candidats et ceux
de la première colonne sont les groupes test.)

L’examen de la table 3 montre que le résolvant Θ9, classiquement utilisé en degré
4, et qui présente le sérieux avantage que LΘ9,f est toujours séparable si f l’est,
n’est pourtant pas bon du point de vue du Théorème 6.7, car il départage très
peu. En revanche, le couple (Θ2,Θ10) suffit à départager tous les groupes possibles
sous la seule réserve que LΘ2,f soit séparable. En effet LΘ10

= x2 − ∆, où ∆ =∏
1≤i<j≤4(xj − xi)

2 ∈ S est le discriminant générique de degré 4, et puisque la

caractéristique est 6= 2, pour tout f séparable LΘ10,f = x2 − ∆̃ l’est aussi puisque

∆̃ 6= 0.
Or nous verrons plus loin que pour f donné numériquement, le calcul de LΘ2,f

est extrêmement rapide. Le calcul de ∆̃, lui, est instantané. En résumé, si LΘ2,f est
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séparable, pour obtenir la classe de conjugaison de S4 du groupe de Galois de f ,
il suffit de calculer le discriminant ∆̃ de f et la résolvante LΘ2,f . Il importe ici de
noter qu’il n’est pas nécessaire de calculer la résolvante formelle LΘ2

pour obtenir
numériquement LΘ2,f : cette remarque est essentielle pour l’efficacité de la méthode
du Théorème 6.7 (en fait, le calcul automatique de LΘ2,f est instantané).

Observons encore :

Remarque 9. que dans la table 3, les lignes et les colonnes dont l’indice appartient
à {1, 11} sont superflues, leurs valeurs sont triviales. Il en est toujours ainsi dans
le cas général. C’est pourquoi dans les tables ultérieures, nous omettrons les lignes
et les colonnes correspondant aux classes de conjugaison {Sn} et {{Id}}, (où Id
désigne l’élément neutre de Sn).

Remarque 10. que pour appliquer le Théorème 6.7, il n’est pas nécessaire d’ordonner
les classes de conjugaison de sous-groupes de Sn par degrés décroissants ni dans un
ordre particulier pour écrire la matrice des partitions. On peut aussi travailler sur
la transposée de cette matrice.

Remarque 11. que si l’on sait à l’avance que f est irréductible, il n’est pas nécessaire
d’étudier la matrice des partitions P complète ; en effet le groupe Γ = Gal(E/k)
étant alors un sous-groupe transitif de Sn, il suffit dans ce cas de considérer la sous-
matrice de P formée avec les lignes qui correspondent aux classes de conjugaison de
sous-groupes transitifs de Sn. Toutes les méthodes exposées ci-dessus s’appliquent
alors de façon analogue avec cette seule sous-matrice.

Résolvantes relatives

Fixons maintenant un sous-groupe L0 de Sn, et supposons dans tout ce qui suit,
que Γ ⊂ L0. Un tel groupe L0 peut être obtenu par exemple à l’aide du Théorème 5.2
b) lorsqu’on aura calculé suffisamment de résolvantes. Nous poserons e0 = [Sn : L0].

Notons G[L0] la classe de conjugaison dans le groupe L0 du groupe Γ = Gal(E/k).
Remarquons que par application de la formule (24) du §5, pour tout élément λ ∈
AL0

, on a λ̃ ∈ k. (Observons que G[L0] est contenue dans la classe de conjugaison G
de Γ dans Sn.)

Soit alors H un sous-groupe de L0. Le corps Inv(H) est alors une extension
séparable de degré e = [L0 : H] de Inv(L0). Il existe des éléments primitifs de
cette extension qui appartiennent à AH , et même des éléments primitifs homogènes,
lorsque k est infini : par exemple tout résolvant homogène de H est un tel élément.

Définition 6.8. Avec les hypothèses et notations ci-dessus, on appelle résolvant re-
latif (de H par rapport à L0) tout élément Θ ∈ AH qui est élément primitif de

l’extension Inv(H) de Inv(L0). Le polynôme minimal, que nous noterons L[L0]
Θ , d’un

tel résolvant Θ sur le corps Inv(L0) sera appelé résolvante de Lagrange relative as-
sociée au triplet (Θ,H,L0). Un tel résolvant sera dit homogène ssi c’est un élément
de A homogène.
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Soit Θ un résolvant relatif de H par rapport à L0. Le cardinal e de la L0-orbite
de Θ est [L0 : H]. Notons {Θ1, . . . ,Θe} cette L0-orbite, avec Θ1 = Θ. On a :

L[L0]
Θ (x) =

e∏

i=1

(x− Θi) ;(28)

d’après (28), il est clair que L[L0]
Θ (x) ∈ AL0

[x]. Appliquons aux coefficients de

L[L0]
Θ (x) le morphisme x 7→ x̃. D’après ce qui a été vu plus haut, on obtiendra ainsi

un élément de k[x], que nous noterons L[L0]
Θ,f , qui n’est autre que :

L[L0]
Θ,f (x) =

e∏

i=1

(x− Θ̃i) ;(29)

d’après (29), on déduit que L[L0]
Θ,f (x) est un diviseur du degré e dans k[x] de la

résolvante “absolue” LΘ,f (x). Notons H ′ = StabSn
(Θ). On a donc H ′ ∩ L0 = H.

Le degré de LΘ,f(x) est [Sn : H ′]. On a :

e [Sn : L0] = [H ′ : H] [Sn : H ′] ;(30)

(on retrouve le fait que e ≤ [Sn : H ′] grâce à l’inégalité évidente [H ′ : H] ≤ [Sn :
L0], due au fait que (xL0) ∩H ′ = x(L0 ∩H ′) pour tout x ∈ H ′). On posera :

Définition 6.9. Le polynôme L[L0]
Θ,f (x) ∈ k[x] défini par (29) sera appelé résolvante de

Lagrange relative de f associée au triplet (Θ,H,L0). Le résolvant relatif Θ sera dit

f -séparable (ou mieux : (L0, f)-séparable) ssi L[L0]
Θ,f (x) est un polynôme séparable.

Remarque 12. Il convient ici de remarquer que même dans le cas particulier agréable
où H = StabSn

(Θ), le polynôme L[L0]
Θ,f (x) peut être séparable sans que LΘ,f (x) le

soit. Donc passer à des résolvantes relatives peut être un moyen de se débarrasser
des facteurs multiples des résolvantes absolues.

Toutefois, le calcul effectif d’une résolvante relative sera en général ardu. Lorsque
k est de caractéristique 0, ce calcul peut formellement être exécuté en utilisant le
Théorème 4.1 et les considérations qui l’entourent : on commence par déterminer les
éléments η1, . . . , ηeo

tels que AL0
= Sη1

⊕ · · ·⊕Sηeo
, puis pour chaque coefficient F

de L[L0]
Θ (x) (calculé en faisant agir L0 sur Θ), on calcule les éléments ϕ1, . . . , ϕeo

∈ S
tels que F =

∑eo

i=1 ϕiηi ; alors le calcul de F̃ est ramené à celui des η̃i, dont on sait
à l’avance qu’ils appartiennent à k. Faute de mieux, on peut obtenir les η̃i par
la méthode employée pour prouver le Théorème 4.3, en utilisant un résolvant f -
séparable de L0. Cette méthode a été utilisée par D. Lazard et J.M. Arnaudiès afin
de calculer des résolvantes relatives en degré 5 (voir [J.M. Arnaudiès, D. Lazard]).
[R.P. Stauduhar] a mis au point une méthode différente fondée sur des calculs
d’approximation des racines de f et sur le fait que les coefficients de la résolvante
sont des entiers. Il les a calculée pour les groupes transitifs jusqu’en degré 7. Cette
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méthode a été poursuivie par M. Olivier (Université Bordeaux I) qui a pu y parvenir
jusqu’au degré 10 (voir [H. Cohen] page 327).

Reprenons maintenant les notations et hypothèses générales des définitions 6.8
et 6.9. Notons C[L0] la classe de conjugaison du sous-groupe H de L0 dans L0.
(Elle est donc contenue dans la classe de conjugaison C de H dans Sn.) Fixons le
résolvant relatif Θ de H par rapport à L0. Notons αj le nombre de facteurs de degré

j de L[L0]
Θ,f (x) qui sont k-irréductibles et simples (donc si Θ est (L0, f)-séparable,

(α1, . . . , αe) est une partition de e). Dans tous les cas, nous noterons :

(α1, . . . , αe) = π[L0](Θ, f) .(31)

Le résultat essentiel concernant les résolvantes relatives est alors :

Théorème 6.10. Avec les notations et les hypothèses de (31), on a :

π[L0](Θ, f) � ̟(G[L0], C[L0]) ,

où G[L0] désigne la classe de conjugaison de Γ dans L0. Si de plus Θ est (L0, f)-
séparable on a :

π[L0](Θ, f) = ̟(G[L0], C[L0]) .

En vue d’établir ce résultat essentiel, nous avons besoin de la version relative des
Théorèmes 6.1 et 6.3 :

Théorème 6.11. Adoptons les notations et hypothèses de (28) et (29). Posons

θ = Θ̃. Supposons que θ soit racine simple de multiplicité ν ≥ 1 de L[L0]
Θ,f (x). Soit J

l’ensemble {j ∈ [1, e] | Θ̃j = θ}. Notons M = StabL0
({Θj}j∈J ).

a) Alors

Gal(E/k(θ)) = Γ ∩M ,

Γ∩H ⊂ Γ∩M , [Γ : Γ∩H] ≤ ν [k(θ) : k] et [k(θ) : k] = [Γ : Γ∩M ].

b) En particulier, si θ est racine simple de L[L0]
Θ,f (x), on a ;

Gal(E/k(θ)) = Γ ∩H , [k(θ) : k] = [Γ : Γ ∩H]

et par suite : θ ∈ k ssi Γ ⊂ H.

Démonstration. Soit g ∈ Γ ; pour que g(θ) = θ, il faut et il suffit que, j ∈ J étant

fixé : g(Θ̃j) = Θ̃j, i.e. g̃.Θj = Θ̃j. Or comme Γ ⊂ L0, on a g.Θj ∈ {Θ1, . . . ,Θe},
donc la condition g(θ) = θ équivaut à :

g.Θj ∈ {Θl}l∈J ;(32)

C’est vrai avec tout j ∈ J , donc cette condition équivaut aussi à : g ∈ M . De
plus si la condition (32) est satisfaite avec un j ∈ J , elle entrâıne g ∈ M ; en
prenant j = 1 cela donne : g.Θ = Θ ⇒ g ∈ M , d’où Γ ∩H ⊂ Γ ∩M . On a donc
prouvé que Gal(E/k(θ)) = Γ ∩M et que Γ ∩ H ⊂ Γ ∩M . On prouve l’inégalité
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[Γ : Γ∩H] ≤ ν [k(θ) : k] comme au Théorème 6.3, ce qui achève d’établir toutes des
assertions de a).

b) On obtient les assertions b) en faisant ν = 1 dans les assertions a)

Démonstration du Théorème 6.10. Soit {τi}1≤i≤e une transversale gauche de L0 mod
H, avec τ1 = Id, l’élément neutre de Sn. On supposera cette transversale indexée
de façon que les Θi de (28) soient donnés par Θi = τi.Θ (1 ≤ i ≤ e). Posons

Hi = τiHτ
−1
i , θi = Θ̃i, d’où : Hi = StabL0

(Θi), L[L0]
Θ,f (x) =

∏e
i=1(x − Θi). Par déf-

inition, la partition ̟(G[L0], C[L0]) de e est (N1/1, . . . , Ne/e), où Nj = card({m ∈
[1, e] | [Γ : Γ ∩ Hm] = j}) pour 1 ≤ j ≤ e. Fixons j ∈ [1, e] ; soit P un facteur

k-irréductible simple de degré j de L[L0]
Θ,f (x). Par hypothèse, P est séparable, d’où

P =
∏
m∈J(x − θm), où J ⊂ [1, e] et card(J) = j. Si m ∈ J , d’après le Théorème

6.11, on a j = deg(P ) = [Γ : Γ ∩Hm], d’où jαj ≤ Nj. Puisque c’est vrai pour tout
j, on en déduit bien :

(α1, . . . , αe) � ̟(G[L0], C[L0]) .(33)

Si de plus Θ est (L0, f)-séparable, alors (α1, . . . , αe) est une partition de e, de
même que ̟(G[L0], C[L0]). D’après (33), ces partitions sont donc égales

Compte tenu du Théorème 3.1, le Théorème 6.10 conduit immédiatement à la ver-
sion relative du Théorème 6.7 (“ méthode de la chasse aux résolvantes relatives ”) :

Théorème 6.12. Soit L0 un sous-groupe de Sn contenant le groupe de Galois Γ =
Gal(E/k). Notons C[L0]

1 , . . . , C[L0]
s0

les classes de sous-groupes conjugués distinctes

dans le groupe L0. Pour chaque j ∈ [1, s0], choisissons un groupe Hj ∈ C[L0]
j et un

résolvant relatif Θj de Hj par rapport à L0. Supposons que les Θj (1 ≤ j ≤ s0)
soient tous (L0, f)-séparables. Alors la classe de conjugaison G[L0] de Γ dans L0 est
C[L0]
r , où r est l’indice de la ligne de la matrice des partitions

P [L0] = [̟(C[L0]
i , C[L0]

j )]1≤i≤s0
1≤j≤s0

du groupe L0, qui est égale à la ligne :

(π[L0](Θ1, f), π[L0](Θ2, f), . . . , π[L0](Θs, f)) .

Il va de soi que toutes les remarques faites dans le cas absolu pour affiner le
Théorème 6.7 se transposent sans difficulté au cas du théorème relatif 6.12.

Résultats et améliorations

Ici le mot “ groupe ”, sera utilisé pour classe de conjugaison. Nous nous plaçons
dans le cas où les facteurs irréductibles des résolvantes sont simples, même si c’est
loin d’être le cas dans la pratique et qu’alors nous faisons appel au Théorème des
multiplicités (voir 6.5) qui nous permet couramment de conclure. Nous employons
l’expression “ savoir déterminer ” lorsque deux conditions sont à la fois réunies :
la première est que les résolvantes, soient non seulement calculables, mais que les
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calculs soient réalisables sur notre machine (voir [Marie]) et la deuxième est que
chaque résolvante obtenue soit également factorisable sur notre machine.

Jusqu’en degré 7, nous pouvons désormais identifier le groupe de Galois de tout
polynôme non nécessairement irréductible. Nous avons résolu les degrés 8,9 et 11
pour tout polynôme irréductible. Le degré 10, doit être complété par des calculs de
résolvantes relatives pour être achevé.

Les algorithmes s’améliorent considérablement en calculant la matrice des groupes
de Galois des facteurs irréductibles simples des résolvantes. La description de cette
matrice est faite dans [A. Valibouze3]. Dans cet article la méthode est illustrée par
l’étude en degré 8 et 10. Par exemple, en degré 8, un calcul de plusieurs heures
est évité par une détermination établie en quelques secondes. Cet article explique
également comment cette matrice intervient dans le problème de Galois inverse.
Cette méthode est appliquée dans [I. Gil-Delessalle, A. Valibouze] pour trouver des
polynômes de degré 12.

7. Application à la spécialisation des groupes de Galois

Nous conservons ci-après toutes les notations en vigueur au début du §6.
Nous allons donner une version affinée du théorème de spécialisation du groupe

de Galois tel qu’il est exposé par exemple dans [R. Brauer].
Donnons-nous un sous-anneau A de k, dont k soit le corps des fractions, et un

idéal premier p de A ; notons A• = A/p, et α : A → A• le morphisme canonique,

k• le corps des fractions de A•, et enfin k̂• une clôture algébrique de k•. Pour tout
h ∈ A[x], nous désignerons par h• l’élément de A•[x] obtenu en appliquant α aux
coefficients de h. De même pour h ∈ A[x, x1, . . . , xn].

Rappelons que (C1, . . . , Cs) désigne une ordination, par degrés décroissants, de
l’ensemble E des classes de conjugaison des sous-groupes de Sn. Nous considèrerons
un système séparant (Jj)1≤j≤s de parties de [1, s], fixé une fois pour toutes, de
support J . Rappelons que pour chaque i ∈ [1, s], on a fixé un élément Hi de Ci.

Pour chaque i ∈ [1, s], le groupe Hi possède au moins un résolvant élément de
A[x1, . . . , xn] : il suffit en effet, pour en construire un, de multiplier un résolvant
de Hi par un élément convenable de A\{0}.

On notera E• la k•-algèbre des racines de f • dans k̂• ; si f • est séparable, E•

est une extension galoisienne de k• et alors on notera Γ• = Gal(E•/k•). Observons
que si A est intégralement clos, tout facteur normalisé, dans k[x], d’un polynôme
normalisé F ∈ A[x] appartient nécessairement à A[x]. En particulier, les facteurs
k-irréductibles normalisés de F appartiennent alors à A[x].

Notre but est, dans l’hypothèse où f • est, comme f , séparable, d’appliquer le
Théorème 6.7 simultanément à f et f •.

Pour y parvenir, nous devons préciser une numérotation des racines de f • dans k̂•

qui soit liée à la numérotation des ρi. Soit un idéal premier P de B = A[ρ1, . . . , ρn]
tel que P ∩ A = p : un tel idéal existe puisque les ρi sont A-entiers. Notons
B• = B/P et β : B → B• = B/P la projection canonique ; alors β prolonge α ;
posant ρ•i = β(ρi) pour 1 ≤ i ≤ n, le corps des fractions de B• = A•[ρ•1, . . . , ρ

•
n]
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est une k•-algèbre des racines de f •. Les ρ•i sont distincts puisque f • est séparable.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que B• ⊂ k̂• et donc que E• est le
corps des fractions k•[ρ•1, . . . , ρ

•
n] de B•. D’où en particulier :

f • =
n∏

i=1

(x− ρ•i ) ;(34)

nous conviendrons d’utiliser la numérotation (ρ•i )1≤i≤n des racines de f • dans

k̂• pour identifier Γ• à un sous-groupe de Sn et donc pour spécialiser dans k̂• les
éléments de A• = k•[x1, . . . , xn]. Nous poserons K• = k•(σ1, . . . , σn) et F• =
k•(x1, . . . , xn), les lettres x, x1, . . . , xn étant utilisées comme indéterminées aussi

bien sur k̂ que sur k̂•. (Toute cette construction suppose bien entendu que l’idéal
P a été fixé une fois pour toutes.)

Le lemme suivant sera utile :

Lemme 3. La séparabilité de f • implique la séparabilité de f .

Démonstration. D’après (34), on a : f • =
∏n
i=1(x − β(ρi)) ; donc si les ρ•i = β(ρi)

sont distincts, a fortiori les ρi le sont, et par suite f =
∏n
i=1(x−ρi) est séparable

Théorème 7.1. Soit un résolvant Θ ∈ A[x1, . . . , xn] d’un sous-groupe H de Sn.
Si L•

Θ,f est séparable, alors Θ• est un résolvant de H, on a : LΘ•,f• = L•
Θ,f et LΘ,f

est séparable.

Démonstration. Le fait que LΘ,f est séparable se déduit du Lemme 3 ci-dessus.
Notons Θ1, . . . ,Θe les conjugués de Θ sous Sn = Gal(F/K), Avec Θ1 = Θ et
e = [Sn : H]. On a :

LΘ,f =
e∏

i=1

(x− Θi(ρ1, . . . , ρn)) ,

d’où puisque β prolonge α :

L•
Θ,f =

e∏

i=1

(x− Θ•
i (ρ

•
1, . . . , ρ

•
n)) =

e∏

i=1

(x− β(Θi(ρ1, . . . , ρn))) ;(35)

puisque L•
Θ,f est séparable, les Θ•

i (ρ
•
1, . . . , ρ

•
n) = β(Θi(ρ1, . . . , ρn)) sont distincts,

et a fortiori Θ•
1, . . . ,Θ

•
e sont distincts (et les Θi(ρ1, . . . , ρn) le sont aussi, ce qui

redonne la séparabilité de LΘ,f). Mais il est clair que H ⊂ StabSn
(Θ•); le nombre

des Sn-conjugués de Θ• est ≥ e, mais ce nombre est [Sn : StabSn
(Θ•)] ≤ [Sn :

H] = e, donc il vaut e. D’où H = StabSn
(Θ•), ce qui prouve bien que Θ• est un

résolvant de H. On a alors L•
Θ =

∏e
i=1(x− Θ•

i ) et d’après (35), cela rend bien clair
que LΘ•,f• = L•

Θ,f



32 JEAN-MARIE ARNAUDIES, ANNICK VALIBOUZE ∗

Théorème 7.2. Supposons que A soit intégralement clos. Si f • est séparable, le
groupe Γ• = Gal(E•/k•) s’identifie à un sous-groupe de Γ = Gal(E/k). Si de plus
f est irréductible et normal sur k et f • est irréductible sur k•, alors Γ = Γ•.

Démonstration. Les lettres z, U1, . . . , Un, x, x1, . . . , xn seront utilisées comme in-
déterminées aussi bien sur k̂ que sur k̂•. On notera U = (U1, . . . , Un). Posons :

ξ =
n∑

i=1

ρiUi ; ξ• =
n∑

i=1

ρ•iUi ;

Φ =
∏

σ∈Sn

(z −
n∑

i=1

Uixσ(i)) ; ϕ =
∏

σ∈Sn

(z −
n∑

i=1

Uiρσ(i)) ;

ψ =
∏

σ∈Sn

(z −
n∑

i=1

Uiρ
•
σ(i)) ;

pour toute classe à droite C de Sn mod Γ, posons :

ΦC =
∏

σ∈C

(z −
n∑

i=1

Uixσ(i)) ; ϕC =
∏

σ∈C

(z −
n∑

i=1

Uiρσ(i)) ;

ψC =
∏

σ∈C

(z −
n∑

i=1

Uiρ
•
σ(i)) .

Comme A est intégralement clos, on a ϕ ∈ A[z, U ], et pour toute classe à
droite C de Sn mod Γ : ϕC ∈ A[z, U ]. De plus ψ (resp. ψC) s’obtiennent à
partir de ϕ (resp. ϕC) en appliquant α aux coefficients, donc ψ ∈ A•[z, U ] et
ψC ∈ A•[z, U ]. L’extension E•(U) de k•(U) est galoisienne, c’est une k•(U)-algèbre
des racines de f •. Il est clair que : E(U ) = k(U)[ξ] et E•(U ) = k•(U )[ξ•].
Les groupes Gal(E•(U)/k•(U )) et Gal(E(U )/k(U )) s’identifient respectivement à
Γ• et Γ, et Sn s’identifie de même à Gal(F•(U)/K•(U)) et à Gal(F(U )/K(U )).
Le polynôme Φ (resp. ΦC) s’entend comme élément de A[z, x1, . . . , xn, U ] ; le
polynôme de même écriture dans A•[z, x1, . . . , xn, U ] sera noté Φ• (resp. Φ•

C).
Pour tous anneaux R1, R2 et pour tout morphisme d’anneaux µ : R1 → R2, on
conviendra de désigner par la même lettre µ toute extension de µ en un morphisme
R1[y1, . . . , ym] → R2[y1, . . . , ym], (où (yi)1≤i≤m désigne une suite d’indéterminées)
consistant à appliquer µ aux coefficients des éléments de R1[y1, . . . , ym].

Soit alors τ ∈ Γ•. De part la théorie de Galois, on a ψΓ = τ.ψΓ et d’après la
formule (24) du §5, on a τ.ψΓ = M•(τ.Φ•

Γ) d’où :

ψΓ = M•(τ.Φ•
Γ) ,

où M• : A• → k̂• désigne le morphisme de spécialisation h 7→ h(ρ•1, . . . , ρ
•
n).

D’autre part : M•(τ.Φ•
Γ) = α.M(τ.ΦΓ), où M : A → k̂ désigne le morphisme de

spécialisation h 7→ h(ρ1, . . . , ρn). Donc α.M(τ.ΦΓ) = ψΓ, c’est-à-dire :
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∏

σ∈Γ

(z −
n∑

i=1

Uiρ
•
σ(i)) =

∏

σ∈Γ

(z −
n∑

i=1

Uiρ
•
τσ(i)) .(36)

Mais le polynôme ψ ∈ k•(U)[z] est à facteurs simples ; donc d’après (36), on a :
Γ = {τσ}σ∈Γ = τΓ, c’est-à-dire : τ ∈ Γ. Ce qui établit que Γ• ⊂ Γ.

Supposons pour finir que f est irréductible dans k[x] et normal sur k, et que f • est
irréductible dans k•[x], les hypothèses ci-dessus continuant à être satisfaites. Alors
card(Γ) = n, et card(Γ•) ≥ n à cause de l’irréductibilité de f •. Puisque Γ• ⊂ Γ,
nécessairement ici Γ• = Γ

Théorème 7.3. Supposons toujours l’anneau A intégralement clos. Pour chaque
indice i ∈ J , soit un résolvant Θi ∈ A[x1, . . . , xn] de Hi. Supposons que f • soit
séparable, que tous les polynômes L•

Θi,f
(i ∈ J) soient séparables, et que pour

tout i ∈ J et pour tout facteur P de LΘi,f normalisé et irréductible dans k[x], le
polynôme P • soit irréductible dans k•[x]. Alors Γ• = Γ.

Démonstration. D’après le Théorème 7.2, on a déjà Γ• ⊂ Γ. D’après le Théorème
7.1, pour tout i ∈ J , Θ•

i est un résolvant de Hi, le polynôme LΘi,f est séparable et
L•

Θi,f
= LΘ•

i
,f•. Alors l’hypothèse faite entrâıne que pour tout i ∈ J , les partitions

π(Θi, f) et π(Θ•
i , f

•) sont égales. D’après le Théorème 6.7 et les précisions qui le
suivent, on voit que les classes de conjugaison de Sn des groupe Γ et Γ• cöıncident.
A fortiori, Γ et Γ• sont isomorphes. Et puisque Γ• ⊂ Γ, en définitive Γ• = Γ

En appliquant le Théorème d’irréductibilité de Hilbert, le Théorème 7.1 fournit le
résultat suivant, qui précise le bien connu théorème de Noether sur la conservation
des groupes de Galois par certaines spécialisations :

Corollaire 7.4. Soit K un corps de nombres et t1, . . . , tm des indéterminées sur K.
Prenons k = K(t1, . . . , tm) et A = K[t1, . . . , tm], et supposons f ∈ A[x] ; pour tout
i ∈ J , soit un résolvant Θi ∈ A[x1, . . . , xn] de Hi ; pour tout a = (a1, . . . , am) ∈ Km

et tout h ∈ A[x], notons ha l’élément de k[x] obtenu en spécialisant ti  ai (1 ≤
i ≤ m) dans les coefficients de h. Alors le groupe de Galois Gal(k, f) de f sur k est
isomorphe au groupe de Galois Gal(K, fa) de fa sur K pour tout a ∈ Km vérifiant
les conditions suivantes : fa est séparable, les résolvantes LΘi,fa

(i ∈ J) sont toutes
séparables, et pour tout i ∈ J et tout facteur k-irréductible normalisé P de LΘi,f ,
le polynôme Pa est irréductible dans K[x].

En conséquence, il y a une infinité d’éléments a ∈ Km tels que Gal(k, f) ∼=
Gal(K, fa).

L’intérêt des Théorèmes 7.1 à 7.3 ne se réduit pas au corollaire ci-dessus, car le
cas où k et k• n’ont pas même caractéristique n’est pas exclu, comme nous allons
le voir ci-dessous.

Soit p un nombre entier rationnel premier et soit m un entier ≥ 1. Prenons :
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



k = Q(t1, . . . , tm) (les ti indéterminées sur Q)
A = Z[t1, . . . , tm] ;
pour tout i ∈ J , Θi ∈ A[x1, . . . , xn] et Θi résolvant de Hi

.(37)

Alors A• = Fp[t1, . . . , tm] et k• = Fp(t1, . . . , tm). En particulier, ici A et A• sont
intégralement clos.

Pour tout élément F ∈ A[x], notons M(F ) le maximum des valeurs absolues des
coefficients de F lorsque F est considéré comme polynôme à coefficients dans Z en
les variables x, t1, . . . , tm. On a alors :

Théorème 7.5. Plaçons-nous sous les hypothèses (37). Supposons que f • et tous
les polynômes L•

Θi,f
(i ∈ J) soient séparables. Pour chaque indice i ∈ J , soit∏

1≤m≤νi
Qi,m une décomposition de L•

Θi,f
dans k•[x] en facteurs normalisés irré-

ductibles (donc nécessairement les Qi.m appartiennent à A•[x]), et soit Pi,m (i ∈
J , 1 ≤ m ≤ νi) un polynôme normalisé, élément de A[x], tel que P •

i,m = Qi,m.
Supposons de plus que p > M(LΘi,f) + M(

∏
1≤m≤νi

Pi,m) pour tout i ∈ J . Alors
Γ = Gal(E/k) est égal à Γ• = Gal(E•/k•).

Démonstration. Pour tout i ∈ J , on a : L•
Θi,f

=
∏

1≤m≤νi
P •
i,m = (

∏
1≤m≤νi

Pi,m)•.
Posons Fi = LΘi,f − ∏

1≤m≤νi
Pi,m. D’après ce qui précède, Fi ∈ pA[x]. Mais

M(Fi) ≤ M(LΘi,f ) + M(
∏

1≤m≤νi
Pi,m) < p, d’où forcément Fi = 0, i.e. LΘi,f =∏

1≤m≤νi
Pi,m. Puisque P •

i,m = Qi,m est k•-irréductible et normalisé, il est A•-
irréductible donc Pi,m est irréductible dans A[x] ; mais Pi,m étant normalisé et A•

étant intégralement clos, on voit que Pi,m est irréductible dans k[x]. Autrement
dit,

∏
1≤m≤νi

Pi,m est une décomposition de LΘi,f en facteurs irréductibles dans k[x]
et normalisés. De plus LΘi,f est séparable, et on voit alors que le Théorème 7.3
s’applique et donne bien Γ• = Γ

Le Théorème 7.5 est un cas de remontée de la caractéristique p à la caractéristique
0 dans le problème de Galois inverse. Soit G un groupe fini, sous-groupe d’un
groupe Sn, réalisable comme groupe de Galois d’un polynôme sur Fp(t1, . . . , tm) à
coefficients dans un anneau du type Fp[t1, . . . , tm] et normalisé. Si l’on peut trouver
f et des Θi satisfaisant les hypothèses du Théorème 7.5, alors G sera réalisable
comme groupe de Galois sur Q(t1, . . . , tm) ; puis grâce au corollaire 7.5, G sera
réalisable comme groupe de Galois sur Q.

8. Groupe de Galois métacycliques de degré premier

Nous allons ici rappeler quelques faits connus sur les groupes métacycliques de
degré premier.

Définition 8.1. Un groupe fini G est dit métacyclique ssi il admet une suite de
composition de la forme {eG} → C → G (C ⊳ G) telle que G et G/C soient
cycliques.
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(En particulier, tout produit semi-direct de deux groupes cycliques est métacy-
clique.)

Soit p un nombre premier impair. Dans le groupe de permutation SFp
, le groupe

Mp des similitudes sa,b : x 7→ ax + b (où (a, b) ∈ F⋆p × Fp est fixé) est transitif (et
même doublement transitif) et il est métacyclique. Il possède un unique p-Sylow
Cp, engendré par le cycle τ = s1.1 ; ce groupe Cp est p-cyclique, et Mp/Cp ∼= F⋆p
est (p − 1)-cyclique. Le groupe Mp est le produit semi-direct de ses sous-groupes
Cp et Sp = {sa,0}a∈F⋆

p
. On a card(Mp) = p(p − 1), et pour tout groupe H tel que

Cp ⊂ H ⊂ Mp, le normalisateur de H dans SFp
est Mp.

Le groupe Mp sera appelé le groupe métacyclique canonique de degré p, et son
sous-groupe d’indice 2 : Mp ∩ AFp

, que nous noterons M+
p , sera appelé le groupe

métacyclique pair canonique de degré p. On a : Cp ⊂ M+
p , et M+

p /Cp
∼= F⋆�p , où

F⋆�p désigne le sous-groupe des carrés dans F⋆p (donc F⋆�p est cyclique de cardinal
(p−1)/2, et M+

p est un sous-groupe métacyclique de cardinal p(p−1)/2). Le groupe
M+
p est le produit semi-direct de ses sous-groupes Cp et S+

p = {sa,0}a∈F⋆�
p

.

Chaque bijection Fp → [1, p] tansporte Mp (resp. M+
p ) sur un sous-groupe de

Sp. Les sous-groupes ainsi obtenus serons appelés les sous-groupes métacycliques
principaux (resp. sous-groupes métacycliques principaux pairs) de Sp. Ils forment
une classe de conjugaison de sous-groupes de Sp ; cette classe est formée de (p− 2)!
sous-groupes. Tout sous-groupe de Sp de cardinal p est contenu dans un et un seul
sous-groupe métacyclique principal (resp. métacyclique principal pair) de Sp, et le
sou-groupe métacyclique principal pair qui le contient et évidemment le sous-groupe
métacyclique pair du sous-groupe métacyclique principal qui le contient. Le résultat
ci-après est bien connu :

Théorème 8.2. Soit R un sous-groupe transitif résoluble de Sp. Alors R est con-
tenu dans un et un seul sous-groupe métacyclique principal de Sp. En conséquence,
les sous-groupes résolubles transitifs maximaux de Sp sont les sous-groupes méta-
cycliques principaux, et les sous-groupes résolubles transitifs maximaux Ap sont les
sous-groupes métacycliques principaux pairs de Sp.

Démonstration. Si M1 et M2 sont deux sous-groupes métacycliques principaux de
Sp, (M1 6= M2), alors M1 ∩M2 n’est pas transitif. Il suffit donc pour établir toutes
les assertions du théorème, de prouver que R est contenu dans un sous-groupe
métacyclique principal de Sp. Considérons une suite de composition

{Id} = G0 →֒ G1 →֒ · · · →֒ Gm →֒ R = Gm+1

de R (où m ≥ 0) telle que les quotients Gi+1/Gi (0 ≤ i ≤ m) soient tous cycliques
de cardinal premier.

• Si m = 0, alors R = G1 est cyclique ; comme p est premier, et comme R est
transitif, G1 ne peut dans ce cas qu’être l’un des sous-groupes cycliques de
cardinal p de Sp, i.e. l’un des sous-groupes engendrés par un p-cycle. On a
déjà signalé plus haut qu’un tel sous-groupe est contenu dans un et un seul
des sous-groupes métacycliques principaux de Sp.
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• Si m ≥ 1, nous allons montrer que G1 est transitif : par récurrence évidente,
il suffit pour cela de prouver que Gm est transitif. Soit G l’ensemble des Gm-
orbites dans [1, p]. Puisque Gm ⊳ R et puisque R est transitif, on déduit
que G est R-stable et que R opère transitivement sur G. Les éléments ω ∈ G
forment donc une partition de [1, p] en parties de même cardinal ; p étant
premier, et Gm étant 6= {Id}, il en découle que G n’a qu’un élément, donc
Gm est bien transitif.

Ainsi G1 est transitif ; il contient donc un p-cycle τ ; comme G1 est cyclique,
nécessairement G1 est le sous-groupe C engendré par τ . Soit M l’unique sous-
groupe métacyclique principal de Sp contenant C. On a vu plus haut que pour
tout sous-groupe H de Sp tel que C ⊂ H ⊂ M , le normalisateur de H dans Sp

est M . Comme G1 = C ⊳ G2, on en déduit que G2 ⊂ M , puis par une récurrence
immédiate, que G3 ⊂M, . . . ,Gm+1 = R ⊂M

Exemple 1. : p = 5

Les sous-groupes métacycliques principaux de S5, au nombre de 6, sont de cardi-
nal 20. Ce sont des sous-groupes maximaux de S5 ; leurs 6 sous-groupes d’indice 2
sont les sous-groupes métacycliques principaux pairs de S5, isomorphes au groupe
diédral D5. Ils sont maximaux dans A5. Les seuls sous-groupes résolubles transitifs
de S5 sont les 12 sous-groupes ci-dessus et les 6 sous-groupes cycliques de cardinal
5.

Exemple 2. : p = 7

Les sous-groupes métacycliques principaux de S7, au nombre de 120, sont de
cardinal 42. Ils sont maximaux dans S7. En revanche, les 120 sous-groupes méta-
cycliques principaux pairs, de cardinal 21, ne sont pas maximaux dans A7. Si M
est un sous-groupe métacyclique principal, ses sous-groupes transitifs sont, outre
M : l’unique sous-groupe métacyclique pair qu’il contient, que nous notons M+ ;
l’unique sous-groupe 7-cyclique qu’il contient, que nous noterons CM ; et l’unique
sous-groupe isomorphe au groupe diédral D7 qu’il contient, et que nous noterons
DM . On a CM ⊂ DM ⊂M , CM ⊂M+ ⊂M , DM ∩A7 = CM (donc DM 6⊂M+). Par
suite les sous-groupes résolubles transitifs de S7 sont : les 120 groupes M , les 120
groupes M+, les 120 groupes DM et les 120 groupes CM , soit en tout 480 groupes.

9. Groupes de Galois et résultants

Nous allons voir que pour obtenir des polynômes ayant pour groupe de Galois
une extension d’un groupe par un autre, il y a intérêt à former certains résultants.
Dans tout ce paragraphe le corps k sera supposé infini.

9.1. Cas d’un seul paramètre. Donnons-nous d’abord deux indéterminées x et
y sur k, et deux polynômes :
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F = xm − s1x
m−1 + · · · + (−1)msm ∈ k[y][x] (m ≥ 2)(38)

ψ = yν − t1y
ν−1 + · · · + (−1)νtν ∈ k[y] (ν ≥ 2) ,(39)

où nous notons F = F (x, y), vérifiant les quatres conditions suivantes :

ψ est séparable, et irréductible dans k[y] ;(40)

k(s1, . . . , sm) = k(y)(41)

(on plonge k[y][x] dans k(y)[x]), et il existe U, V ∈ k[T1, . . . , Tm] tels que y =
U(s1, . . . , sm)/V (s1, . . . , sm) et pgcd(ψ, V (s1, . . . , sm)) = 1. Notons µ = degy(F ) ;
d’après (41), on a µ ≥ 1. Nous écrivons :

F = A0(x)y
µ + · · · +Aµ(x)(42)

avec Ai(x) ∈ k[x] pour tout i, et nous supposerons que :

pgcd(A0(x), . . . , Aµ(x)) = 1 ;(43)

il est clair que Aµ(x) = F (x, 0) = xm − s1(0)x
m−1 + · · · + (−1)msm(0), et que

degx(Ai) < m pour i < µ. Donc le résultant R de F et ψ (considérés comme
polynômes en y) est un polynôme en x de degré mν, de terme dominant (−1)µνxmν ,
à coefficients dans k. On supposera :

R est séparable .(44)

On désigne par L le corps des racines de R sur k dans k̂, et K celui de ψ. Dans
K[x], on a ψ =

∏ν
i=1(y − yi) (yi ∈ K, K = k(y1, . . . , yν)). D’après les conditions

ci-dessus, L et K sont des extensions galoisiennes de k. Nous allons comparer
Gal(L/k) et Gal(K/k) sous certaines hypothèses.

On notera Ri l’ensemble des racines de F (x, yi) dans k̂ et R l’ensemble des racines
de R, de sorte que R =

⋃ν
i=1 Ri, puisque

R = (−1)µν
ν∏

i=1

F (x, yi) ;(45)

Considérons les conditions suivantes :

(I) Pour tout ρ ∈ R, on a deg(pgcd(F (ρ, y), ψ(y))) = 1 ;
(II) R est irréductible dans k[x] ;
(III) F est un polynôme en x normal sur k[y] ;
(IV) ψ est normal sur k.
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Notons Ki = k(yi) et Li le corps des racines de F (x, yi) sur Ki dans k̂ ; puisque
R est séparable, Li est une extension galoisienne de Ki.

Théorème 9.1. Soient F et ψ vérifiant les conditions (38) à (44) ci-dessus.

a) Si la condition (I) est satisfaite, alors K ⊂ L.
b) Si les conditions (I) et (II) sont satisfaites : F est irréductible et sé-

parable sur k(y) ; F (x, yi) est irréductible surKi, et (R1, . . . ,Rν)
est un système d’imprimitivité pour l’action de Gal(L/k) sur R.
Notons dans ce cas G le groupe de Galois de F sur k(y). Alors
pour tout i ∈ [1, ν], il y a un quotient de Gal(L/Ki) isomorphe
à un sous-groupe transitif de G (l’action de G considérée étant

l’action naturelle sur les racines de F dans k̂(y)).
c) Si les conditions (I),(II) et (IV) sont satisfaites, les Ki sont égaux

à K, et (45) est une décomposition de R en facteurs irréductibles
dans K[x].

d) Si les conditions (I) à (IV) sont satisfaites, il y a un quotient de
Gal(L/K) isomorphe à G, et si de plus R est k-normal, alors
Gal(L/K) ∼= G.

Démonstration. Notons d’abord que d’après (44) et (45), chaque F (x, yi) est sé-
parable.

a) Fixons ρ ∈ R. D’après (43), on a F (ρ, y) 6= 0 et d’après (I), F (ρ, y) ne
peut pas être constant. Il y a un pgcd de F (ρ, y) et ψ(y) dont tous les coefficients
appartiennent à k(ρ), donc à L et ce pgcd est de degré 1 d’après (I). Donc on a
i ∈ [1, ν] et a ∈ L⋆, b ∈ L tels que ay + b = a(y − yi), d’où yi = −b/a ∈ L : comme

R 6= ∅, on a un indice i tel que yi ∈ L. Le groupe Gal(k̂/k) agit transitivement
sur {y1, . . . , yν} d’après (40), et il laisse L invariant ; d’où {y1, . . . , yν} ⊂ L, i.e.
K ⊂ L.

b) L’action Gal(L/k) sur R est transitive d’après (II). Mais si σ ∈ Gal(L/k)
envoie yi sur yj, il est clair que σ(Ri) = Rj, donc Gal(L/k) permute les Ri entre
eux et les Ri étant disjoints, nécessairement Gal(L/k) agit transitivement sur chaque
Ri. Donc (R1, . . . ,Rν) est bien un système d’imprimitivité du groupe Gal(L/k).
Supposons que σ ∈ Gal(L/k) vérifie σ(Ri) = Ri, alors d’après (41), on a aussi
σ(yi) = yi, i.e. σ ∈ Gal(L/Ki). Donc Gal(L/Ki) opère transitivement sur Ri,
ce qui prouve que F (x, yi) est irréductible dans Ki[x]. On en déduit aussitôt que
F (x, y) est irréductible dans k[y][x], donc aussi dans k(y)[x] d’après le Lemme de
Gauss. Puisque F (x, y1) est séparable, F l’est aussi en tant qu’élément de k(y)[x]
d’après le Lemme 3 du §7. Puisque k[y] est intégralement clos, le Théorème 7.2
montre que Gal(Li/Ki) s’identifie à un sous-groupe de G, qui est transitif puisque
F (x, yi) est irréductible dans Ki[x]. Mais Gal(Li/Ki) ∼= Gal(L/Ki)/Gal(L/Li).

c) Cette assertion est immédiate.
d) Dans ce cas, pour tout i, Gal(Li/Ki) = Gal(Li/K) est isomorphe à G à cause

du Théorème 7.2, d’où G ∼= Gal(L/K)/Gal(L/Li). Dans ce cas on a les suites
exactes suivantes qui donnent une description partielle de Gal(L/k) en fonction de
G et de Gal(K/k) :



RÉSOLVANTES DE LAGRANGE 39

1 → Gal(L/K) → Gal(L/k) → Gal(K/k) → 1(46)

1 → Gal(L/Li) → Gal(L/K) → Gal(Li/K) ∼= G→ 1 (1 ≤ i ≤ ν).(47)

lorsque de plus R est normal, les Li sont tous égaux à L, et alors (47) se réduit à

Gal(L/K) ∼= G ,(48)

autrement dit dans ce dernier cas, Gal(L/k) est une extension de Gal(K/k) par
G

Signalons que le Théorème 9.1 admet une réciproque partielle, bien connue (voir
par exemple [E. Netto], pages 268-269) :

Théorème 9.2. Soient m et ν des entiers ≥ 2, et soit R un élément de k[x] nor-

malisé et séparable de degré mν, notons L la k-algèbre des racines de R dans k̂
et R l’ensemble des racines de R dans k̂. Supposons R irréductible et qu’il ex-
iste un système d’imprimitivité (R1, . . . ,Rν) pour l’action de Gal(L/k) sur R, tel
que card(Ri) = m pour tout i. Alors il existe ψ =

∏ν
i=1(y − yi) ∈ k[y] avec

{y1, . . . , yν} ⊂ L et F = xm − s1x
m−1 + · · · + (−1)msm ∈ k[y][x] tel que : ψ est

irréductible dans k[y][x] et séparable, et R =
∏ν
i=1 F (x, yi) , i.e. R est le résultant

de F et ψ considérés comme polynômes en y.

Démonstration. (abrégée) Posons Φi(x) =
∏
ρ∈Ri

(x−ρ), et soit Ki le corps engendré
par k et les coefficients de Φi. On a Ki ⊂ k(ρ) pour tout ρ ∈ Ri parce que
(R1, . . . ,Rν) est un système d’imprimitivité : tout élément σ ∈ Gal(L/k) tel que
σ(Ri) = Ri appartient à Gal(L/Ki) ; on en déduit que Φi est le polynôme minimal
sur Ki de tout ρ ∈ Ri. Alors mν = [k(ρ) : k] = [k(ρ) : Ki] [Ki : k] = [Ki(ρ) :
Ki] [Ki : k] pour ρ ∈ Ri, et [Ki(ρ) : Ki] = m, d’où [Ki : k] = ν.

Soit y1 un élément primitif de K1 sur k, et soit ψ son polynôme minimal sur
k ; puisque L est séparable sur k, ψ est séparable. Les k-conjugués de y1 sont des
éléments k-primitifs de K1, . . . ,Kν . Soit Ci l’ensemble {σ ∈ Gal(L/k) | σ(R1) =
Ri} : pour tout σ ∈ Ci, σ(y1) a la même valeur, notée yi. Il est clair que yi
est élément primitif de Ki sur k, et que ψ(y) =

∏ν
i=1(y − yi) (on notera que ψ

est séparable alors même que les Ki ne sont pas nécessairement distincts). Par
construction, ψ est irréductible sur k. On a des polynômes s1, . . . , sm, éléments de
k[y] et de degré < ν, tels que Φ1(x) = xm−s1(y1)x

m−1 + · · ·+(−1)msm(y1). Posons
alors F (x, y) = xm − s1x

m−1 + · · · + (−1)msm (F ∈ k[y][x]). On voit aisément que
F (x, yi) = Φi(x) pour 1 ≤ i ≤ ν. Comme Φi est séparable et Ki-irréductible, on
en déduit comme au Théorème 9.1 que F est séparable et irréductible dans k(y)[x].
Comme R =

∏ν
i=1 F (x, yi), on voit bien que R est le résultant de F et ψ
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9.2. Cas de plusieurs paramètres. Le lemme suivant nous sera utile :

Lemme 4. Soient α, ν1, . . . , νd des entiers ≥ 1. Soient ψ1, . . . , ψd des éléments de
k[y1, . . . , yd], de degrés respectifs ν1, . . . , νd. Notons r∞ le résultant des polynômes
In(ψ1), . . . , In(ψd), où In(ψ) désigne la partie homogène de (ψ)de degré deg(ψ).
Supposons r∞ 6= 0. Désignons par V la variété de dimension 0 définie par ψ1, . . . , ψd
dans k̂d. Supposons que card(V) = ν1 . . . νd (i.e. que tous les points de V sont
simples). Soit ϕ un élément de k[y1, . . . , yd] qui s’annule sur V en un et un seul
point θ. Alors θ ∈ kd.

Démonstration. Soient z, U1, . . . , Ud, T de nouvelles indéterminées. Posons ψ⋆i =

zνiψi(
y1
z
, . . . , yd

z
), Λ =

∑d
i=1 Uiyi et, pour ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ k̂d : Λ(ξ) =

∑d
i=1 Uiξi.

Soit RV(T ) = Résultantz,y1,... ,yd
(Tz −∑d

i=1 Uiyi, ψ
⋆
1 , . . . , ψ

⋆
d). D’après la formule de

Poisson-Perron (cf [J.M. Arnaudiès]), on a :

RV(T ) = r∞
∏

ξ∈V

(T − Λ(ξ)) ;(49)

d’après (49), RV(T ) est dissocié à facteurs simples dans k̂(U)[T ], où U = (U1, . . . , Ud).
De plus, RV(T ) ∈ k(U )[T ].

Soit δ le degré de ϕ ; choisissons un entier r ≥ 1 tel que rν1 > δ, posons Θ =
(ψ⋆1)

r + zrν1ϕ(y1
z
, . . . , yd

z
) ; le résultant à l’infini de ψr1 + ϕ,ψ2, . . . , ψd est (r∞)r 6=

0, donc ces polynômes définissent dans k̂d une variété de dimension zéro W et
on a des entiers (lξ)ξ∈W non nuls tels que le résultant RW(T ) des formes Tz −∑d

i=1 Uiyi,Θ, ψ
⋆
2 , . . . , ψ

⋆
d de z, y1, . . . , yd soit donné par :

RW(T ) = r∞
∏

ξ∈W

(T − Λ(ξ))lξ ,(50)

de sorte que :

∑

ξ∈W

lξ = rν1 . . . νd(51)

(voir [J.M. Arnaudiès]).

D’après l’hypothèse, le pgcd dans k̂(U)[T ] de RV(T ) et RW(T ) est de degré 1 :

les pgcd de RV(T ) et RW(T ) sont les λ(T − Λ(θ)), λ ∈ k̂(U). Mais l’un de ces
pgcd appartient à k(U)[T ], puisque RV(T ) ∈ k(U)[T ] et RW(T ) ∈ k(U)[T ]. Donc
Λ(θ) ∈ k(U )[T ], ce qui entrâıne immédiatement que θ ∈ kd

Donnons-nous dans ce qui suit un entier m ≥ 2, un polynôme F = F (x, Y ) :

F = xm − s1x
m−1 + · · · + (−1)msm ∈ k[Y ][x](52)
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où Y = (Y1, . . . , Yd), et supposons satisfaistes les conditions ci-après, dans lesquelles
V est définie comme au Lemme 1, sous les mêmes hypothèses mais en supposant de
plus ν1ν2 . . . νd ≥ 2.

k(s1, . . . , sm) = k(Y ) ,(53)

et ∀i ∈ [1, d],∃Ci,Di ∈ k[z1, . . . , zm] , V ∩ Z(Di) = ∅ (où Z(Di) est l’ensemble des

zéros de Di) et que Yi = Ci(s1,... ,sm)

Di(s1,... ,sm)
;

V est k-irréductible ;(54)

le pgcd dans k[x] des coefficients de F ordonné en les yi est égal à 1.(55)

Il est clair que le terme constant de F ordonné en les Yi est xm − s1(0)x
m−1 +

· · · + (−1)msm(0), les autres termes ayant des coefficients de degré < m en x.
Donc le résultant R de F ⋆ = zµF (x, Y1

z
, . . . , Yd

z
) (où µ = degY (F )) et de ψ⋆1 , . . . , ψ

⋆
d,

considérés comme polynôme homogènes de Y1, . . . , Yd, z, est un polynôme en x de
degré mν1ν2 . . . νd, de monôme dominant (−1)µν1ν2...νdxmν1ν2...νd . Nous supposerons
que

R (= R(x) ∈ k[x]) est séparable.(56)

On désignera par L le corps des racines de R sur k dans k̂, et par K le corps
engendré par k et les coordonnées des points de V. D’après les hypothèses, K et L
sont des extensions galoisiennes de k (pour K, cela provient de ce que card(V) =

ν1 . . . νd). On notera R l’ensemble des racines de R dans k̂, et, pour ξ ∈ V, on notera

Rξ l’ensemble des racines de F (x, ξ) dans k̂, de sorte que R est union disjointe des
Rξ. En effet d’après la formule Poisson-Perron

R = (r∞)µ
∏

ξ∈V

F (x, ξ) ;(57)

enfin on désigne par Kξ le corps engendré par k et les coordonnées de ξ (ξ ∈ V),

et par Lξ le corps des racines de F (x, ξ) sur Kξ dans k̂ ; il est clair, à cause des
hypothèses, que Lξ est une extension galoisienne de Kξ. On considère maintenant
les conditions suivantes :

(V) Pour tout ρ ∈ R, F (ρ, Y ) s’annule en un et un seul point de V ;
(VI) R est irréductible dans k[x] ;
(VII) F est un polynôme de x normal sur k(Y ) ;
(VIII) [K : k] = ν1 . . . νd .

Théorème 9.3. Soient F,ψ1, . . . , ψd vérifiant les conditions (52) à (56).
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a) Si la condition (V) est satisfaite, on a K ⊂ L.
b) Si les conditions (V) à (VI) sont satisfaites, alors : F est ir-

réductible et séparable sur k(Y ) ; F (x, ξ) est irréductible dans
Kξ[x], et (Rξ)ξ∈V est un système d’imprimitivité pour l’action de
Gal(L/k) sur R. Notons dans ce cas G le groupe de Galois de
F sur k(Y ). Alors pour tout ξ ∈ V, il y a un quotient de Kξ

isomorphe à un sous-groupe de G transitif sur les racines de F

en x dans k̂(Y ).
c) Si les conditions (V),(VI) et (VIII) sont satisfaites, les Kξ sont

égaux à K, et 57 est une décomposition de R en facteurs irré-
ductibles dans K[x].

d) Si les conditions (V) à (VIII) sont satisfaites, il y a un quotient
de Gal(L/K) isomorphe à G, et si de plus R est normal, alors
Gal(L/K) ∼= G.

Démonstration. D’après (56) et (57), chaque polynôme F (x, ξ) (ξ ∈ V) est sépara-
ble, card(R) = mν1 . . . νd, card(Rξ) = m pour tout ξ ∈ V.

a) Fixons ρ ∈ R. On a F (ρ, Y ) 6= 0 d’après (55), et d’après (V), F (ρ, Y ) est non
constant. Toujours à cause de (V), en appliquant le Lemme 4, on voit qu’il existe
ξ ∈ V tel que les coordonnées de ξ appartiennent à k(ρ), donc aussi à L. Mais

Gal(k̂/k) laisse L invariant, et agit transitivement sur V par suite de (54), donc
tout point ξ ∈ V a toutes ses coordonnées dans L. D’où K ⊂ L.

b) D’après (VI), l’action de Gal(L/k) sur R est transitive. Si σ ∈ Gal(L/k) envoie
ξ sur η, il est clair que σ(Rξ) = Rη. Donc Gal(L/k) permute entre eux les Rξ, donc
son action sur chaque Rξ est nécessairement transitive. Ainsi (Rξ)ξ∈V est bien un
système d’imprimitivité de Gal(L/k). Si σ ∈ Gal(L/k) vérifie σ(Rξ) = Rξ, alors
d’après (53) σ(ξ) = ξ, donc σ ∈ Gal(L/Kξ). Donc Gal(L/Kξ) opére transitivement
sur Rξ, donc F (x, ξ) est irréductible dans Kξ[x].

Il s’ensuit que F (x, Y ) est irréductible dans k[Y ][x], donc aussi dans k(Y )[x]
d’après le Lemme de Gauss. La séparabilité de F dans k(Y )[x] se déduit du Lemme
3 du §7. Comme k(Y ) est intégralement clos, d’après le Théorème 7.2, le groupe
Gal(Lξ/Kξ) s’identifie à un sous-groupe de G, nécessairement transitif puisque les
F (x, ξ) sont irréductibles dans Kξ[x]. De plus, on a bien toutes les assertions de b)
puisque Gal(Lξ/Kξ) ∼= Gal(L/Kξ)/Gal(L/Lξ).

c) Cette assertion est immédiate, compte tenu de ce que [Kξ : k] = ν1 . . . νd pour
tout ξ ∈ V.

d) Ici, d’après le Théorème 7.2, Gal(Lξ/Kξ) (= Gal(Lξ/K)) est isomorphe à G,
d’où G ∼= Gal(L/K)/Gal(L/Lξ). On a alors une description partielle de Gal(L/K)
en fonction de G et Gal(K/k) à l’aide des suites exactes ci-après :

1 → Gal(L/K) → Gal(L/k) → Gal(K/k) → 1(58)

1 → Gal(L/Lξ) → Gal(L/K) → Gal(Lξ/K) ∼= G→ 1(59)
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où ξ ∈ V. Lorsque de plus R est normal, les Lξ sont tous égaux à L, et alors (59)
se réduit à

Gal(L/K) ∼= G(60)

10. Résolvantes et Résultant

Nous reprenons ici les notations et hypothèses des §§4 et 5. En particulier, le corps
k sera supposé de caractéristique 0. L’idéal de A engendré par {σ1−c1, . . . , σn−cn}
est noté I, et W est la variété de dimension 0 définie par I dans k̂n. On a vu au §5
que I =

√
I, et W = {(ρs(1), . . . , ρs(n))}s∈Sn

.
Les composantes k-irréductibles de W sont les TC = {(ρs(1), . . . , ρs(n))}s∈C , où C

parcourt l’ensemble H des classes à droite de Sn mod Γ (Γ = Gal(E/k)).
Soit maintenant Θ un résolvant d’un sous-groupe H de Sn (Θ ∈ A). Posons

e = [Sn : H] ; et h = n!/e = card(H). Nous supposerons Θ non constant, de
degré d. Le résultant de (σ1, . . . , σn) (considérés comme polynômes homogènes en
(x1, . . . , xn)) est 1. Soit z une variable d’homogénéisation. Posons :

Θ♣ = zdΘ(
x1

z
, . . . ,

xn
z

) ; Fi = σi − ciz
i .

Soit µi l’endomorphisme de k-espace vectoriel A/I induit par la multiplication
par xi. D’après ce qui précède, le Théorème I.3.1 de [J.M. Arnaudiès] s’applique ici
et donne le polynôme caractéristique χΘ(µ1,... ,µn)(x) de Θ(µ1, . . . , µn) :

χΘ(µ1,... ,µn)(x) = Résultant(F1, . . . , Fn, xz
d − Θ♣) ,(61)

le résultant étant entendu comme résultant de polynômes homogènes en (x1, . . . , xn, z).
Le Théorème I.3.3 de [J.M. Arnaudiès] donne alors immédiatement :

χΘ(µ1,... ,µn)(x) =
∏

ξ∈W

(x− Θ(ξ)) ;(62)

Ci-dessous nous allons calculer χΘ(µ1,... ,µn) de deux manières. La première avec
(Sn/H)g et la seconde avec (Sn/Γ)g. Ce qui nous permettra d’aboutir au Théorème
10.4.

Soit (Sn/H)g = {C1, . . . Ce}, avec C1 = H, et soit Θi la valeur constante de
Θ(xs(1), . . . , xs(n)) pour s ∈ Ci (donc Θ1 = Θ). Notons g 7→ g̃ le morphisme de

spécialisation A → k̂, g 7→ g(ρ1, . . . , ρn). Par définition de la résolvante de Lagrange
on a:

LΘ(x) =
e∏

i=1

(x− Θi) .(63)

On en déduit :
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Théorème 10.1. On a :

χΘ(µ1,... ,µn)(x) = Résultant(F1, . . . , Fn, xz
d − Θ♣) = (LΘ,f (x))

h .(64)

Démonstration. D’après (61) et (62) :

χΘ(µ1,... ,µn)(x) = Résultant(F1, . . . , Fn, xz
d − Θ♣) =

∏

τ∈Sn

(x− Θ(ρτ(1), . . . , ρτ(n)))

=
e∏

i=1

(
∏

τ∈Ci

(x− Θ(ρτ(1), . . . , ρτ(n))) =
e∏

i=1

(x− Θ̃i)
h

= (
e∏

i=1

(x− Θ̃i))
h = (LΘ,f )

h ,

car par définition LΘ,f =
∏e
i=1(x − Θ̃i). On peut également le démontrer ainsi :

comme LΘ,f (x) est le polynôme minimal de Θ sur K on a immédiatement l’égalité
χΘ(µ1,... ,µn)(x) = (−1)n!(LΘ,f(x))

h.

Les endomorphismes {g(µ1, . . . , µn)}g∈A du k-espace vectoriel A/I sont deux à
deux permutables, et tous semi-simples puisque I =

√
I (cf. Proposition II.5.3

de [J.M. Arnaudiès]). Posons m = [Sn : Γ], N = card(Γ), et soit {τi}1≤i≤m une
transversale droite de Sn mod Γ. Notons Mi l’idéal maximal {g ∈ A | τ̃ig = 0} de
A, Ei le corps A/Mi, avec τ1 =Id. On écrira N = M1. La projection pi : A → E,
g 7→ τ̃ig définit par passage au quotient un k-isomorphisme de Ei sur E, avec lequel
on identifiera Ei et E ; la collection des pi définit alors par passage au quotient
un isomorphisme π de k-algèbre entre A/I et

∏m
i=1Ei = Em. Il est clair que pour

tous i et j, le j-ième facteur Ej de A/I, (identifié à Em au moyen de π) est µi-
stable, et que µi||Ej

est la multiplication par τ̃jxi = ρτj(i) dans E. Donc pour tout

g ∈ A, Ej est g(µ1, . . . , µn)-stable, et g(µ1, . . . , µn)||Ej
est la multiplication par

τ̃jg = g(ρτj(1), . . . , ρτj(n)) dans E.

Théorème 10.2. Les notations et hypothèses étant celles du Théorème 10.1, posons
[Θ] = Θ(µ1, . . . , µn), [Θ]i = [Θ]||Ei

, θi = τ̃iΘ ; notons Pi le polynôme k-minimal de
[Θ]i et di = deg(Pi) (d’où di divise N). Alors pour tout i, 1 ≤ i ≤ m :

χ[Θ](x) =
∏

σ∈Γ

(x− σ(θi)) = Pi(x)
N/di .(65)

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du fait que [Θ]i est la multipli-
cation par θi dans E = Ei

On obtient ainsi la relation cherchée:

(LΘ,f(x))
h =

n∏

i=1

Pi(x)
N/di ,(66)

et une autre formulation de la résolvante de Lagrange :
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Corollaire 10.3. Dans les conditions du Théorème 10.2, le polynôme minimal de
[Θ] = Θ(µ1, . . . , µn) est ppcm(P1(x), . . . , Pm(x)) = LΘ,f(x).

Remarque 13. Soit Â = k̂
⊗

kA (= k̂[x1, . . . , xn]), Î = k̂
⊗

k I, M̂i = k̂
⊗

k Mi.

On a k̂
⊗

kA/I = Â/Î ; M̂i est l’idéal maximal de Â défini par (ρτi(1), . . . , ρτi(n)),

et Î =
⋂m
i=1 M̂i. Posant Êi = k̂

⊗
k Ei = k̂

⊗
k E, (noté aussi Ê), on a Â/Î ∼=

Êm. Notons [̂Θ] l’endomorphisme de k̂-espace vectoriel de Â/Î qui prolonge [Θ],

définissons de même [̂Θ]i, alors [̂Θ]i = [̂Θ]||Êi

(ce qui a un sens car Êi est [̂Θ]-stable).

Puisque [Θ] est semi-simple et k est de caractéristique nulle, [̂Θ], et donc les [̂Θ]i,
sont diagonalisables. Il est aisé de définir une base de vecteurs propres de chaque

[̂Θ]i dans Êi : en fait, soit Pτ ∈ k̂[x1, . . . , xn] vérifiant, pour τ ∈ Sn, les relations
Pτ (ρτ(1), . . . , ρτ(n)) = 1 et Pτ (ρτ ′(1), . . . , ρτ ′(n)) = 0 si τ ′ ∈ Sn, τ

′ 6= τ . Soit Vτ
l’image naturelle de Pτ dans Â/Î. Alors (Vτ )τ∈Sn

est une base de vecteurs propres

de [̂Θ] dans Â/Î, car [̂Θ](Vτ ) = τ̃.Θ.Vτ pour τ ∈ Sn. Pour i fixé, 1 ≤ i ≤ m,

Vστi
∈ Êi pour tout σ ∈ Γ, car τjPστi

= 0 pour j 6= i et σ ∈ Γ. Donc (Vστi
)σ∈Γ est

une base de vecteurs propres de [̂Θ]i dans Ei, la valeur propre associée à Vστi
étant

σ̃τiΘ = σ(τ̃iΘ) = σ(θi), la dernière égalité étant due au fait que σ ∈ Γ. On retrouve
ainsi la relation (65).

Théorème 10.4. Les notations et hypothèses étant celles des Théorèmes 10.1 et
10.2, soit λ une racine de la résolvante LΘ,f (x) dans E, de multiplicité ν. Soit J

la partie de {1, . . . , e} telle que j ∈ J ⇔ Θ̃j = λ (donc card(J) = ν). Soit L le
stabilisateur de {Θj}j∈J dans Sn. Alors νh = 0 mod card(Γ ∩ L).

Démonstration. On a une représentation par permutations Sn → Se, τ 7→ ψτ telle
que τ.Θj = Θψτ (j) pour tout τ ∈ Sn et tout j ∈ [1, e]. (cette représentation est
transitive, et lorsque n ≥ 5 et e ≥ 3 elle est fidèle, d’où alors e ≥ n). La multiplicité
de λ dans χ[Θ]i(x) (où i ∈ [1,m] est fixé) est, en vertu de (65), le nombre νi des

σ ∈ Γ tels que σ(θi) = λ, ce qui s’écrit : σ(τ̃iΘ) = λ, ou encore (du fait que σ ∈ Γ)

σ̃τiΘ = λ, i.e. στiΘ ∈ {Θj}j∈J . Soit Ni l’ensemble des σ ∈ Γ vérifiant cette relation.
On a : Ni = {σ ∈ Γ | ψστi

(1) ∈ J} = {σ ∈ Γ | ψσ(li) ∈ J}, avec li = ψτi
(1). Si

Ni est non vide, soit σ0 ∈ Ni. Posons l′i = ψσ0
(li). Alors l′i ∈ J et σ ∈ Ni ssi

ψσσ−1

0
(l′i) ∈ J ; si σσ−1

0 ∈ L, il est clair que σ ∈ Ni. Inversement, si σ ∈ Ni, posant

τ = σσ−1
0 , on a τΘl′

i
= Θl′′

i
avec l′′i ∈ J donc τ̃Θl′

i
= τ̃Θl′′

i
= λ et comme par ailleurs

τ̃Θl′
i
= τ(Θ̃l′

i
) = τ(λ) (car τ ∈ Γ), on prouve ainsi que τ(λ) = λ et donc pour tout

l ∈ J , τ̃.Θl = τ(Θ̃l) = τ(λ) = λ , d’où τΘl ∈ {Θj}j∈J , et donc τ ∈ L. On en déduit
de là que Ni = (Γ∩L)σ0, c’est-à-dire que Ni est une classe à droite de Γ mod Γ∩L,
d’où card(Ni) = card(Γ ∩ L).

Soit Eλ l’ensemble des i ∈ [1,m] tels que Ni 6= ∅ et soit αλ = card(Eλ). D’après
(65), en tenant compte que χ[Θ](x) =

∏m
i=1 χ[Θ]i(x), la multiplicité de λ dans χ[Θ](x)

est αλcard(Γ∩L). Mais d’après (64), cette multiplicité est aussi νh, d’où l’équation :
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νh = αλcard(Γ ∩ L) ,(67)

ce qui achève la démonstration

Corollaire 10.5. Si λ ∈ k, alors N = card(Γ) divise νh. En particulier, si Γ ⊂ H,
alors N divise νh.

Démonstration. On a λ ∈ k ssi card(Γ∩L) = N , c’est-à-dire ssi Γ ⊂ L ; l’assertion
1 découle alors de (67). La deuxième assertion s’en déduit à l’aide du Théorème 5.2
a)

(Ce corollaire est latent dans [J.L. Lagrange, tome IV], (Traité des équations al-
gébriques), bien entendu sans preuve aucune, et surtout sans langage de théorie des
groupes pour l’exprimer commodément.)

Une autre conséquence de Théorème 10.4 et de sa preuve est la formule :

[k(λ) : k] = [Γ : Γ ∩ L](68)

(qui se déduisait aussi de l’étude du Théorème 6.3).

Résolvants et résolvantes de Galois

Un résolvant Θ ∈ A du sous-groupe {Id} de Sn sera appelé un résolvant de
(Lagrange-)Galois, la résolvante LΘ(x) correspondante sera appelé une résolvante
de Galois en degré n. Pour tout n-uple µ = (u1, . . . , un) ∈ kn d’éléments tous
distincts, la forme linéaire

∑n
i=1 uixi = Λu est un résolvant de Galois. Les formules

(64) se réduisent alors à :

χ∑
n

i=1
uiµi

(x) = Résultant(F1, . . . , Fn, xz − Λu) = LΛu
(x) .(69)

D’après le corollaire du Théorème 10.4, si λ est une racine dans k de la résolvante
de Galois LΛu,f (x), alors la multiplicité ν de λ dans cette résolvante est un multiple
de N = card(Γ).

Si l’on connait un résolvant de Galois Λu qui soit f -séparable, alors le calcul d’une
résolvante arbitraire se ramème au calcul du résultant de deux polynômes d’une
variable ; en effet, soit Θ un résolvant d’un groupe H (Θ ∈ A). Par la méthode
du Théorème 4.3 appliquée à Θ ∈ AH ⊂ A, on peut théoriquement déterminer
Φ ∈ S[x] tel que Θ = 1

∆
Φ(Λu), où ∆ est le discriminant de LΛu

(x). Soit ϕ ∈ k[x]
obtenu en spécialisant (σ1, . . . , σn) en (c1, . . . , cn) dans les coefficients de Φ. On a
(puisque ∆̃ 6= 0) :
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(LΘ,f )
h =

∏

τ∈Sn

(x− 1

∆̃
ϕ(τ̃Λu)) , tandis que :

LΛu,f (x) =
∏

τ∈Sn

(x− τ̃Λu) , ce qui prouve que :

(LΘ,f )
h = RésultantT (x− 1

∆̃
ϕ(T ),LΛu,f(T )) ,(70)

l’indice T signifiant que le résultant considéré est celui qui élimine T .

Plus généralement, soient Θ1 et Θ2 des résolvants respectifs de deux groupes H1

et H2 de Sn tels que H1 ⊂ H2 ; posons ν = [H2 : H1], et supposons que Θ1 soit

f -séparable. Notons ∆1 le discriminant de LΘ1
(donc ∆̃1 6= 0). On a Φ ∈ S[x]

tel que Θ2 = 1
∆1

Φ(Θ1), car Θ2 ∈ AH2
⊂ AH1

⊂ 1
∆1

S[Θ1]. Soit ϕ ∈ k[x] obtenu
en spécialisant (σ1, . . . , σn) en (c1, . . . , cn) dans les coefficients de Φ. Soit Ti une
transversale gauche de Sn sur Hi (i ∈ {1, 2}). Puisque card(T1) = card(T2) × [H2 :
H1], on a pour i ∈ {1, 2} :

LΘi,f(x) =
∏

τ∈Ti

(x− τ̃Θi) et :

(LΘ2,f (x))
ν =

∏

τ∈T1

(x− τ̃Θ2)
∏

τ∈T1

(x− 1

∆̃1

ϕ(τ̃Θ1))

= RésultantT (x− 1

∆̃1

ϕ(T ),LΘ1,f (T )) ,

ces relations étant dues au fait que pour tout τ ∈ Sn, τΘ2 = 1
∆1

Φ(τ.Θ1), d’où

τ̃.Θ2 = 1
∆̃1

˜Φ(τ.Θ1) = 1
∆̃1
ϕ(τ̃Θ1). En résumé :

(LΘ2,f(x))
ν = RésultantT (x− 1

∆̃1

ϕ(T ),LΘ1,f (T )) .(71)

Ceci permet, connaissant LΘ1,f , de ramener le calcul des LΘ2,f pour H1 ⊂ H2 à
un simple calcul de résultant de deux polynômes à une variable.

Lien entre résolvante f -séparable et résolvante générale d’un même

groupe H

Reprenons les hypothèses et notations générales du Théorème 10.4. Pour simpli-
fier les notations, nous supposerons que λ = Θ̃ (= Θ̃1) et que J = [1, ν]. 1

Dans ses réflexions sur la résolution des équations algébriques, art. 103, tome
IV, pour étudier la racine multiple λ de LΘ,f (dans le cas ν > 1), Lagrange a
proposé d’introduire un résolvant f -séparable Ψ du même groupe, et de comparer

1Si λ = Θj0 , il faut remplacer le résolvant Θ par Θj0 et donc le groupe H par le groupe
StabSn

(Θj0), qui est un de ses conjugués dans Sn.
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LΘ,f et LΨ,f . (il ne conclut pas nettement faute de langages appropriés de théorie
des corps et de théorie des groupes.) Soit donc Ψ un résolvant f -séparable de
H, notons LΨ(x) =

∏e
i=1(x − Ψi), la numérotation des Ψi étant choisie pour que

StabSn
(Ψi) = StabSn

(Θi) pour tout i, 1 ≤ i ≤ e (on aura donc Ψ1 = Ψ).
Il résulte maintenant du Théorème 6.3 (ou de la démonstration du Théorème

10.4) que StabΓ(λ) = Γ ∩ L. L’action de Sn sur {Θ1, . . . ,Θe}, tout comme celle
de Sn sur {Ψ1, . . . ,Ψe}, s’identifie à l’action par translations à gauche de Sn sur
l’ensemble {C1, . . . , Ce} des classes à gauche de Sn mod H, numérotées de façon
que Ci = {σ ∈ Sn | σ.Θ = Θi} (et donc aussi Ci = {σ ∈ Sn | σ.Ψ = Ψi}). On en
déduit que L, qui est par définition le stabilisateur de {Θ1, . . . ,Θν} dans Sn, est
aussi celui de {Ψ1, . . . ,Ψν}.

Soit Φ un polynôme symétrique en ν variables à coefficients dans k. Pour
tout élément σ ∈ Γ ∩ L, on a : σ(Φ(Ψ̃1, . . . , Ψ̃ν)) = Φ(σ(Ψ̃1), . . . , σ(Ψ̃ν)) =

Φ(σ̃.Ψ1, . . . , σ̃.Ψν) du fait que σ ∈ Γ, et donc pour τσ un certain élément de Sν

on a : σ(Φ(Ψ̃1, . . . , Ψ̃ν)) = Φ(Ψ̃τσ(1), . . . , Ψ̃τσ(ν)) = Φ(Ψ̃1, . . . , Ψ̃ν) puisque Φ est
symétrique. Par suite,

Φ(Ψ̃1, . . . , Ψ̃ν) ∈ InvE(Γ ∩ L) = k(λ) .(72)

Une conséquence évidente des relations (72) est le théorème suivant, affirmé par
Lagrange dans la référence citée, mais sans véritable justification :

Théorème 10.6. Dans les conditions ci-dessus, on a :

(x− Ψ̃1) · · · (x− Ψ̃ν) ∈ k(λ)[x] .

Remarque 14. Notons Q(x) = (x − Ψ̃1) · · · (x − Ψ̃ν). En général, Q n’est pas irré-
ductible dans k(λ)[x]. Les facteurs irréductibles sur k(λ) de Q correspondent aux
Γ ∩ L-orbites de {Θ1, . . . ,Θν}. En particulier, soit J la partie de [1, ν] telle que la
Γ ∩ L-orbite de Θ soit {Θj}j∈J . On a card(J) = [Γ ∩ L : Γ ∩ H], et le polynôme

minimal de Ψ̃1 sur k(λ) est évidemment
∏
j∈J(x− Ψ̃j). Dans l’article de Lagrange

sus-cité, c’est le polynôme que Lagrange cherchait à concevoir.

Notons ∆ le discriminant de LΨ(x). On a un polynôme M ∈ S[x] tel que Θ =
1
∆
M(Ψ) (voir §6). D’où, pour tout i (1 ≤ i ≤ e) :

Θi =
1

∆
M(Ψi) .(73)

Puisque ∆̃ 6= 0, on peut spécialiser la relation (73), ce qui donne :

θi =
1

∆̃
M(Ψ̃i) .
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(où M se déduit de M en y remplaçant (σ1, . . . , σn) par (c1, . . . , cn) dans les
coefficients). En particulier, en faisant i ∈ [1, ν], on voit que le polynôme M(x)−∆̃λ
(qui appartient à k(λ)[x]) est un multiple de Q(x).

Résolvants f -triviaux

Le résolvant Θ d’un sous-groupe H de Sn sera dit f -trivial ssi on a un λ ∈ E
tel que LΘ,f = (x − λ)e. Comme on est en caractéristique 0, alors nécessairement
λ ∈ k. Puisque Θ(µ1, . . . , µn) est semi-simple, il revient au même de dire que Θ est
f -trivial, ou que Θ(µ1, . . . , µn) est une homothétie dans le k-espace vectoriel A/I.
De façon équivalente, Θ est f -trivial ssi il existe λ ∈ E tel que Θ(ρσ(1), . . . , ρσ(n)) = λ

pour toute permutation σ ∈ Sn et si c’est le cas alors λ ∈ k. Et puisque I =
√

I,
cela s’exprime par le théorème suivant :

Théorème 10.7. Le résolvant Θ est f -trivial ssi il existe λ ∈ k tel que Θ − λ ∈ I.

Tout sous-groupe H admet des résolvants f -triviaux : par exemple, si Θ est un
résolvant quelconque de H, alors Θ × (σ1 − c1) est un résolvant f -trivial de H.

En raison du Théorème 10.7, il convient de disposer d’un critère d‘appartenance
à l’idéal I. On peut montrer que pour tout Φ ∈ A, la division de Macaulay de Φ par
σ1 − c1, . . . , σn − cn existe de façon unique, i.e. il existe (Φ0, . . . ,Φn) suite unique
d’éléments de A telle que

Φ = Φ0(σ1 − c1) + · · · + Φn−1(σn − cn) + Φn ,(74)

avec degxi
(Φj) < i pour tous i, j tels que 1 ≤ i ≤ j ≤ n, et que de sucrôıt on a

Φ ∈ I ssi Φn = 0.
Dans (74), Φn s’appelle le reste de cette division de Macaulay. (Le calcul des Φi

se ramène à résoudre un système linéaire de Cramer sur k.)
On voit donc que le résolvant Θ sera f -trivial ssi son reste dans la division de

Macaulay par σ1 − c1, . . . , σn − cn est une constante. On peut également utiliser la
base standard de I pour l’ordre lexicographique (voir [A. Mach, A. Valibouze]).

Application au degré 5

Pour illustrer les notions ci-dessus, prenons maintenant n = 5, et supposons f
irréductible dans k[x]. On a vu que Γ est alors résoluble ssi il est constant dans l’un
des six sous-groupes métacycliques principaux de S5, lesquels sont conjugués dans
S5.

SoitH l’un de ces sous-groupes métacycliques de S5, soit Θ un de ses résolvants et
soit Ψ un résolvant f -séparable deH. Reprenons toutes les notations des Théorèmes
10.4 et 10.6. On a ici e = 6, h = 20. Rappelons qu’on a posé λ = Θ̃ (= Θ̃1).

La k-algèbre des racines de LΨ,f dans E est E (Théorème 4.6), donc ou bien
LΨ,f est k-irréductible, ou bien LΨ,f = UV avec U ∈ k[x], V ∈ k[x], deg(U) = 5,
deg(V ) = 1 et U irréductible sur k. Dans ce dernier cas, Γ est résoluble par simple
application du Théorème 5.2. Sinon, Γ ∈ {A5,S5}.
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Supposons λ ∈ k, et que la multiplicité ν de λ dans LΘ,f soit ≥ 2. Si LΨ,f est
k-irréductible, i.e. Γ n’est pas résoluble, le Théorème 10.6 montre immédiatement
que ν = 6, c’est-à-dire que LΘ,f = (x− λ)6, autrement dit, que Θ est f -trivial. On
va en déduire le résultat suivant :

Théorème 10.8. Supposons que n = 5, que f est k-irréductible, que H est un
sous-groupe métacyclique principal de S5, et que Θ est un résolvant non f -trivial
de H.

a) Pour que Γ soit résoluble, il faut et il suffit que LΘ,f possède au
moins une racine dans k (multiple ou non).

b) Si λ ∈ k est une racine de LΘ,f de multiplicité ≥ 2, on a µ ∈ k\{λ}
tel que LΘ,f = (x− λ)5(x− µ).

c) Si LΘ,f n’a aucune racine dans k, alors LΘ,f est séparable, et même
irréductible dans k[x].

Démonstration. Les assertions a) et b) découlent du Théorème 10.6, et des considé-
rations qui précèdent l’énoncé du Théorème 10.8. Prouvons l’assertion c) : puisque
LΘ,f n’a pas de racine dans k, si LΘ,f n’était pas séparable, il serait divible dans
k[x] par P 2 avec P polynôme irréductible dans k[x] et de degré 2 ou 3. Soit alors
λ ∈ E une racine de P . Puisque [k[λ] : k] ∈ {2, 3}, on voit que f est irréductible
dans k(λ)[x], sinon [E : k] ne pourrait pas être divisible par 5. Mais la multiplicité
de λ dans LΘ,f (x) ne peut être que 2 ou 3 ; en remplaçant k par k(λ), les hypothèses
assurant la validité des assertions a) et b) continuent à être satisfaites. On aboutit
donc à une contradiction puisque la multiplicité de λ dans LΘ,f (x) devrait être 5.
Cette contradiction prouve donc que LΘ,f est séparable. Mais puisque LΘ,f n’a pas
de racine dans k, l’étude qui précède l’énoncé du Théorème 10.8 montre que LΘ,f

est irréductible dans k[x]

Montrons à l’aide d’un exemple que le cas b) du Théorème 10.8 peut effectivement
arriver. Dans tout ce qui suit, jusqu’à la fin du paragraphe, nous supposerons que
n = 5, et que H est le sous-groupe métacyclique principal de S5 contenant le cycle
< 1, 2, 3, 4, 5 >. On a alors deux résolvants intéressants de H, que nous noterons Φ
et Ψ, donnés par :

Φ = γ2
1 + γ2

2 , où :(75)

γ1 = (x1 − x2)(x2 − x3)(x3 − x4)(x4 − x5)(x5 − x1) ,

γ2 = (x1 − x3)(x3 − x5)(x5 − x2)(x2 − x4)(x4 − x1) , et :

Ψ = (V1 − V2)
2 , où :(76)

V1 = x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x5 + x5x1 ,

V2 = x1x3 + x3x5 + x5x2 + x2x4 + x4x1 .

Le résolvant Φ a été calculé par Berwick ([E.H. Berwick,1915]). Quant à Ψ, c’est
le célèbre résolvant de Cayley : la résolvante correspondante LΨ,f (dite de Cayley)
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a été calculé par [A. Cayley] et nous avons contrôlé son résultat. Si f = x5 − a avec
a ∈ k⋆, un calcul facile donne :

LΘ,x5−a(x) = (x+ 54a2)(x+ 53a2)5 .(77)

Avec k = Q et a ∈ Q⋆, a non puissance 5-ième dans Q, on sait que x5 − a est
Q-irréductible et que le groupe Γ est métacyclique. On sera alors dans le cas b) du
Théorème 10.8, qui peut donc arriver effectivement.

La résolvante de Cayley Ψ donnée par (76) est très remarquable en raison du
résultat non-évident ci-après :

Théorème 10.9. Avec n = 5 et f irréductible dans k[x], la résolvante de Cayley
LΨ,f correspondant à (76) est séparable.

Démonstration. Il est bien connu que LΨ,f est de la forme :

LΨ,f(x) = P 2(x) − 210∆̃x ,(78)

avec ∆̃ =
∏

1≤i<j≤5(ρi − ρj)
2, et P (x) = x3 + a1x

2 + a2x + a3 ∈ k[x] (voir par
exemple [N. Tchebotarev]).

Pour abréger, posons R = LΨ,f(x). D’après le Théorème 10.8, tout revient à

voir que R n’admet dans k̂ aucune racine d’ordre ν ≥ 5. Or supposons qu’une telle
racine λ existe, d’ordre ν ≥ 5.

a) Montrons d’abord que λ 6= 0. On a R′ = 2PP ′ − 210∆̃, d’où les relations :

P 2(λ) = 210∆̃λ(79)

2(PP ′)(λ) = 210∆̃ .(80)

En élevant au carré les deux membres de (80), puis en y remplaçant P 2(λ) par
sa valeur tirée de (79), on arrive à :

4λP ′2(λ) = 210∆̃ ,(81)

d’où λ 6= 0 puisque ∆̃ 6= 0.
b) Puisque λ 6= 0, d’après (79) on a aussi : P (λ) 6= 0. A présent λ est racine

d’ordre ν − 1 de R′, donc est racine d’ordre ≥ 4 à la fois de R et R′, donc aussi
de R − xR′ = P (P − 2xP ′). Puisque P (λ) 6= 0, c’est que λ est racine d’ordre ≥ 4
de P − 2xP ′ = −5x3 − 3a1x

2 − a2x + a3, ce qui est absurde puisque ce dernier
polynôme est de degré 3 (rappelons qu’on est en caractéristique 0). Donc on arrive
à une contradiction, et λ ne peut exister

Nous remercions Daniel Lazard d’avoir apporté une notable simplification à la
partie b) de cette démonstration.

Compte tenu du Théorème 10.8, le Théorème 10.9 donne
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Corollaire 10.10. (“ Théorème de Selivanoff ”)
Si n = 5 et si f est irréductible dans k[x], le groupe de Galois Γ de f sur k est
résoluble ssi la résolvante de Cayley de f admet une racine dans k.

Le Théorème de Selivanoff est énoncé dans [N. Tchebotarev], pages 341 et 342.
La preuve qui en est proposée est incomplète car l’auteur y affirme que le seul cas
à écarter pour assurer que LΨ,f est séparable est le cas où l’on aurait LΨ,f(x) =
(x−λ)6, i.e. le cas où Ψ serait f -trivial. Or l’exemple tiré de (77) montre qu’il faut
impérativement écarter, outre le cas où Ψ serait f -trivial, le cas où LΨ,f(x) serait
de la forme (x− λ)5(x− µ) avec λ 6= µ.

Détermination du groupe de Galois Γ en degré 5 dans le cas général

Il faut distinguer deux aspects dans la recherche du groupe de Galois de f sur
k. Nous définissons ces deux problèmes dans le cas général où f est de degré n ≥ 2
quelconque :

Problème I : f étant donné numériquement, calculer la classe de conjugai-
son de Γ dans Sn. (recherche de Γ “ au coup par coup ”). C’est
ce problème dont la méthode de la “chasse aux résolvantes” exposée
au §6 offre une solution, sous réserve de calculer suffisamment de
résolvantes séparables et de les factoriser dans k[x].

Problème II : Expliciter un système de conditions nécessaires et suffisantes
portant sur les coefficients (ci)1≤i≤n de f pour que la classe de con-
jugaison de Γ dans Sn soit une classe donnée à l’avance.

Evidemment le Problème II est bien plus complexe que le problème I. Une solu-
tion du problème II, due aux auteurs, est exposées dans [J.M. Arnaudiès, J. Bertin]
lorsque n = 4. Nous allons maintenant voir que ce problème II admet une solution
pour n = 5.

Revenons donc au cas n = 5, et reprenons toutes les notations des Théorèmes
10.8 et 10.9, et des relations (75), (76) et (78).

Notons H+ le sous-groupe métacyclique pair de H, et C son sous-groupe cyclique
de cardinal 5 (engendré par le cycle < 1, 2, 3, 4, 5 >). Posons :





γ = γ1 = (x1 − x2)(x2 − x3)(x3 − x4)(x4 − x5)(x5 − x1)
γ2 = (x1 − x3)(x3 − x5)(x5 − x2)(x2 − x4)(x4 − x1)
γ3 = −γ1

γ4 = −γ2 .

(82)

On vérifie que pour tout i :

C = StabS5
(γi) , et H+ = StabS5

(γ2
i ) = StabH(γ2

i ) .
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L’ensemble {γi}1≤i≤4 est H-stable, et l’action de H sur cet ensemble correspond
à un morphisme de H dans le groupe des permutations des γi, dont l’image est le
groupe 4-cyclique engendré par le cycle < γ1, γ2, γ3, γ4 >. Les ensembles {γ1,−γ1}
et {γ2,−γ2} sont H+-stables. On voit donc que γ1 est un résolvant relatif de C par
rapport à H+ (cf. définition 6.8 et 6.9), la résolvante relative associée étant :

L[H+]
γ1,f

(x) = x2 − γ̃1
2 = (x− γ̃1)(x+ γ̃1) ;(83)

cette résolvante (83) est séparable ; en effet on a :

γ̃1
2γ̃2

2 = ∆̃ , où ∆̃ =
∏

1≤i<j≤5

(ρi − ρj)
2 6= 0 ; d’où γ̃i 6= 0 .(84)

D’après le Théorème 6.11, si Γ ⊂ H+, on aura donc Γ ⊂ C ssi γ̃1 ∈ k. Notons
d’ailleurs que si Γ ⊂ H, nécessairement C ⊂ Γ puisque Γ contient au moins un
5-cycle et puisque tout 5-cycle de H engendre C. En fin de compte, si Γ ⊂ H+,
alors Γ = C ssi γ̃1 ∈ k.

Rappelons que Φ = γ2
1 +γ2

2 est un résolvant absolu de H, et que la résolvante LΦ,f

est connue génériquement. Si Γ ⊂ H et si la résolvante LΦ,f n’est pas f -triviale, elle
admet une unique racine simple dans k (que LΦ,f soit ou non séparable), et l’étude
qui entoure le Théorème 10.8 permet de montrer que cette racine est γ̃1

2+ γ̃2
2. Nous

avons donc deux cas dans l’hypotèse où Γ ⊂ H :

Premier cas : LΦ,f est f -triviale, i.e. est de la forme (x − λ)6 avec
λ ∈ k. Alors

(x− γ̃1
2
)(x+ γ̃2

2
) = x2 − λx+ ∆̃ (cf. (84)).(85)

Deuxième cas : LΦ,f n’est pas f -triviale. Alors elle possède dans k
une unique racine simple ; notons-la λ. A nouveau, on a :

(x− γ̃1
2)(x+ γ̃2

2) = x2 − λx+ ∆̃ ;(86)

lorsque Γ ⊂ H+, puisque H+ = StabS5
(γ2
i ), on a nécessairement γ2

i ∈ k.
Malheureusement il n’est pas exclu que la résolvante LΦ,f (x) puisse être f -triviale,

auquel cas elle ne permet pas à elle seule de décider si Γ est résoluble. Mais pour
cela on peut utiliser la résolvante de Cayley (cf. Théorème 10.9), et exploiter le fait
bien connu que Γ ⊂ A5 ssi ∆̃ est un carré dans k⋆. En résumé, on aboutit en faisant
la synthèse de tout ce qui précède, à la discussion suivante qui résout complètement
le problème II en degré 5 pour un polynôme k-irréductible :

Supposons f irréductible dans k[x] et n = 5. Adoptons les notations des relations
(75), (76) et (82). Notons k⋆� l’ensemble des carrés dans k⋆.

A Si la résolvante de Cayley LΨ,f(x) est sans racine dans k :
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a) pour ∆̃ 6∈ k⋆�, Γ = S5

b) pour ∆̃ ∈ k⋆�, Γ = A5.

B Si LΨ,f (x) possède une racine dans k :

a) pour ∆̃ 6∈ k⋆�, Γ est un sous-groupe métacyclique
principal de S5

b) pour ∆̃ ∈ k⋆� : alors la résolvante LΦ,f (x) soit
est f -triviale soit admet dans k une unique racine
simple. Notons λ son unique racine (qui est élé-
ment de k) si elle est f -triviale, et notons λ son
unique racine simple dans k si elle n’est pas f -
triviale. Alors x2−λx+∆̃ = (x−a1)(x−a2) avec
a1, a2 ∈ k⋆. On a :
(1) a1 ∈ k⋆� ⇔ a2 ∈ k⋆� ⇔ Γ est un sous-

groupe 5-cyclique de S5,
(2) a1 6∈ k⋆� ⇔ a2 6∈ k⋆� ⇔ Γ est un sous-

groupe métacyclique pair de S5.

On peut se demander, dans le cas B-b)-(1) ci-dessus, si on peut avoir a1 = a2.
Avec k = Q et f = x5 + x4 − 4x3 − 3x2 + 3x+ 1 (polynôme Q-minimal de 2cos 2π

11
),

le groupe Γ est bien 5-cyclique et on a a1 = a2 = 112, ∆̃ = 114. Dans tous les
cas B-b)-(1), si a1 = a2 , alors ∆̃ est une puissance 4-ième dans k⋆. Avec f le
polynôme minimal sur Q d’une période de Gauss appropriée qui engendre l’unique
sous-extension 5-cyclique de Q du corps cyclotomique Q(e2iπ/31), on constate que ∆̃
n’est pas une puissance 4-ième dans Q⋆, d’où ici a1 6= a2.

Pour finir notons une curiosité :

Théorème 10.11. Supposons n = 5 et f irréductible dans k[x]. Supposons que
la résolvante de Cayley LΨ,f(x) admette une racine dans k (elle est alors unique),
notons-la λ, et supposons-la non nulle. Alors :

λ ∈ k⋆� ⇔ ∆̃ ∈ k⋆� .

Démonstration. (abrégée) Reprenons toutes les notations de la discussion précé-
dente, et notamment de (76). On a V1+V2 = σ2 ; (V1+V2)

2 = V 2
1 +V 2

2 +2V1V2 = σ2
2

; Ψ = (V1 −V2)
2 = V 2

1 +V 2
2 −2V1V2 , d’où par différence V1V2 = 1

4
(σ2

2 −Ψ). D’autre
part StabS5

(Vi) = StabH(Vi) = H+, donc une résolvante relative de H+ par rapport
à H est (x − V1)(x − V2) = x2 − σ2x + 1

4
(σ2

2 − Ψ) ; on peut supposer λ = Ψ̃, donc

alors L[H]
V1,f

(x) = x2 − c2x+ 1
4
(c22 −λ) ; le discriminant de ce dernier polynôme est λ,

qui est 6= 0 par hypothèse ; donc il est séparable. Le Théorème 6.11 s’applique et
prouve que L[H]

V1,f
(x) est dissocié dans k[x] ssi Γ ⊂ H+ ; mais cette dernière condition

équivaut à : ∆̃ ∈ k⋆�, tandis que L[H]
V1,f

(x) est dissocié dans k[x] ssi son discriminant

est un carré dans k, c’est-à-dire ssi λ ∈ k⋆�
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[J.M. Arnaudiès] (1993), Théorème de Bézout, Formule de Poisson-Perron et courbes ra-
tionnelles génériques, (rapport interne du LITP numéro 92.94)
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[Girard] , Invention Nouvelle en Algèbre, Amsterdam, 1629.
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