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NOTE SUR LES RELATIONS ENTRE LES RACINES
D’UN POLYNOME REDUCTIBLE

SEBASTIEN ORANGE!, GUENAEL RENAULT!
ET ANNICK VALIBOUZE!

Abstract. In this paper, we use reducibility of an univariate polyno-
mial in order to compute efficiently the ideal of relations between its
roots.

Résumé. Dans cet article, nous exploitons la réductibilité d’un
polynome d’une variable pour calculer efficacement 1’idéal des relations
algébriques entre ses racines.

Classification Mathématique. 12F10, 12Y05.

INTRODUCTION

Une des méthodes pour calculer une représentation du corps de décomposition K
d’un polynéme séparable f a coefficients dans un corps k, supposé calculable,
consiste a calculer un élément primitif de K sur k, c’est-a-dire le polynéme mi-
nimal sur k£ d’un tel élément. En effet, si F'(z) est ce polynome en la variable z,
nous avons alors :

K ~ k[z]/(F(x))

ou (F(z)) est I'idéal de k[x] engendré par le polynéme F'(z). Le degré de F est
lordre du groupe de Galois G de f sur k. D’une part, ce degré peut prendre des
valeurs tres élevées (jusqu’a n!, ot n = deg(f)). D’autre part, la méthode classique
décrite par Galois pour obtenir le polynéme minimal F est de le déterminer comme
facteur irréductible sur k£ d’un polynome de degré n! appelé résolvante de Galois;
cette résolvante est calculée a partir d’'un polynéme © de n variables x1, x2, ..., 2,
(voir [6]).

Mots Clés. Groupe de Galois, idéal de Galois, polynéme réductible, corps de décomposition.
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Il est donc naturel de chercher a représenter autrement le corps K. Nous adop-
tons donc le point de vue de N. Tchebotarev (voir [10]). Il existe un idéal maxi-
mal M de Panneau des polynémes k[z1,...,z,] en les variables x1,...,z, et &
coefficients dans k tel que

K ~ k[z1,29,...,25])/ M.
Cet idéal est appelé idéal des relations. Si

{fl(xl),fg(xl,xg), . ,fn(Il,IQ, e ,.Z‘n)}

désigne un ensemble triangulaire séparable ’engendrant, alors

Card(G) = deg(f1, 1) deg(f2,x2) - -+ deg(fn,n).

Le polynéme minimal F' se déduit aisément de cet ensemble comme le polynéme
caractéristique de ’endomorphisme multiplicatif de k[x1, zo, .. ., z,]/ M induit par
le polynome O.

L’enjeu est donc de pouvoir calculer efficacement 'idéal M. Dans [10], N.
Tchebotarev propose de calculer les polynémes f;(z1,...,2;), pour 1 < i < n,
en factorisant le polynome f dans des corps intermédiaires compris entre les
corps k et K (voir aussi [1]). Cette méthode générale a été améliorée (voir, par
exemple, [8]). Elle peut I’étre aussi en exploitant les propriétés du polynome f
considéré.

Par exemple, dans [7], Pauteur calcule le centre du groupe de Galois d’un po-
lynéme de Z[x] afin de déterminer si ce groupe est abélien. Lorsque le polynéme
est réductible et que le groupe de Galois de chacun de ses facteurs est abélien,
I’auteur calcule efficacement le corps de décomposition.

Dans le présent article, est exploitée la réductibilité du polynéme f. Il y est pro-
posé une méthode générale pour calculer efficacement le corps de décomposition
d’un polynéme réductible séparable (i.e. sans racine multiple) sur un corps k quel-
conque ou tout au moins calculable.

Pour ce faire, nous pouvons utiliser 'algorithme GaloisIdéal (voir [11]) qui
retourne un ensemble triangulaire engendrant I'idéal M des relations. La méthode
utilisée par ’algorithme consiste a construire une chaine ascendante d’idéaux, ap-
pelés idéauxr de Galois du polynéme f :

Lclhhc---Cl,=M, (1)

ou I; est par défaut 1'idéal des relations symétriques engendré par I’ensemble tri-
angulaire formé par les modules de Cauchy du polynéme f (voir [4] ou [10]). Le
calcul d’un idéal I,;; a partir de l'idéal I; nécessite de connaitre un ensemble de
polynomes engendrant I; et un injecteur L; de I; qui est une partie de S,,, le groupe
symétrique de degré n (I'injecteur de M est un groupe isomorphe au groupe de
Galois de K sur k). La complexité de ce calcul dépend du cardinal de L; égal a
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celui de la variété V(I;) de I'idéal I; (i.e. I’ensemble de ses zéros dans K™). Lorsque
I est I'idéal des relations symétriques, son injecteur est S, de cardinal n!.

C’est le calcul cotiteux du début de la chaine (1) que nous pourrons éviter
lorsque le polynome f se factorise sur k en s > 1 facteurs de degrés respectifs
dy,...,ds. En effet, avec le théoreme 2.2, il sera possible de prendre pour I; un
idéal de Galois de f dont l'injecteur est de cardinal compris entre les produits
mims ... mg et dilds! ... ds! ol m; est le cardinal du groupe de Galois sur k& du
i-ieme facteur sur k£ du polynéme f.

Le paragraphe 1 comporte des rappels concernant les idéaux de Galois. Le
paragraphe 2 présente le résultat principal de cet article (voir Th. 2.2) que nous
illustrerons par des exemples.

1. RAPPELS SUR LES IDEAUX DE GALOIS

Notons k une cloture algébrique du corps k et posons A = klx1,...,xy,]. Posons
également a = (avy, ..., ay) € k™, un n-uplet des racines distinctes du polynéme f.
Les résultats non démontrés de ce paragraphe émanent de [11].

1.1. IDEAL DES RELATIONS ET GROUPE DE GALOIS

Dans A, 'idéal des a-relations
M={ReA | R(ay,...,apn) =0}

est engendré par un ensemble triangulaire de polynémes (voir [2,10]). Le groupe
de Galois de a sur k est le groupe

Galk(g) = {U IS | (VR e M) R(Oég(l), - ,ag(n)) = 0}.
Le groupe Galy(«) est isomorphe au groupe des k-automorphismes de K.

1.2. IDEAUX DE GALOIS

Pour toute la suite du paragraphe 1, nous fixons L une partie du groupe
symétrique S,,. Dans A, 'idéal radical

IdA(Lg) = {R ceA | (VO’ € L) R(Oég(l), .. .,aa(n)) = 0}

s’annulant sur I'ensemble L.a = {(ag(1),. Q) | 0 € L} de K est appelé
I'(a, L)-idéal de Galois (de Panneau A) ou, de maniére plus générale, un idéal de
Galois du polynéome f (de anneau A).

L’idéal de Galois Id 4(Sy,.) est appelé U'idéal des relations symétriques (entre
les racines de f). En adoptant la notation simplifiée Id 4(a) = Id4({a}), nous
avons :

M =T1d4(a) = Id4(Galg(a).a).
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Les idéaux de Galois vérifient le critere de radicalité suivant :

Proposition 1.1. Si I est un idéal de Galois (donc de dimension 0) de A, alors
il vérifie le critére de Seidenberyg :

Vi € [1,n], 3gi(x;) € I avec g;(x;) séparable.

Démonstration. L’idéal I contient ’idéal des relations symétriques S qui lui méme
vérifie le critére de Seidenberg. En effet, 'idéal S contient, pour tout entier i dans
[1,n], le polynéme f(x;) qui, par hypothese, est séparable. O

1.3. INJECTEURS

Pour toute la suite du paragraphe 1, nous posons I = Id 4(L.«). La partie de .S,
InjI,M)={c€S, | 0. C M},

ot 0.1 = {R(Zy(1),--++To(n)) | R € I}, est appelée injecteur de I dans M ou
encore injecteur de I relatif a « et est alors notée Inj(I, a).

L’idéal I est Va-idéal de Galois d’injecteur Inj(I, ) relatif ¢ . Cet injecteur
se déduit de la partie L de S, par la formule suivante :

Inj(7,a) = Galg(a)L (= {gl | g € Galg(a), l € L}). (2)
Dans le cas particulier de L = Inj(1, o), cette derniére égalité donne
Inj(1, a) = Galg(e) Inj(1, a). (3)
1.4. VARIETES

La variété V(1) = {8 € k" | (YR € I) R(B1,B2,...,0,) =0} de I dans k™ est
donnée par :

V() ={(aray, - ar@my) | 7€ Inj(l, )} (= Inj(I,a).q). (4)

Remarquons que si ’ensemble L ne contient pas 'identité alors o n’appartient pas
nécessairement a la variété de I. Comme le polynome f est séparable,

Card(V(I)) = Card(Inj(I, a)). (5)

Lorsque, pour tout 3 dans la variété de I, l'injecteur Inj(I,3) est un groupe,
il est indépendant du choix de 3 dans la variété de I. Nous appelons alors ce
groupe 'injecteur de I et nous le notons Inj(I) (dans ce cas, Inj(I) = Inj(I, M) =

Inj(7, 7).

Remarque 1. Le groupe de Galois Galg(a) est 'injecteur de 1'idéal M des
a-relations et le groupe symétrique S, est celui de 'idéal des relations symétriques.
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2. IDEAUX DE GALOIS DE POLYNOMES REDUCTIBLES

Dans ce paragraphe, f sera supposé réductible et nous conviendrons que la
donnée d’un idéal de Galois consiste en sa base de Grébner réduite et de 'un de ses
injecteurs. A partir d’idéaux de Galois de chacun des facteurs de f, nous pouvons
déduire un idéal de Galois I de f contenant 1’idéal des relations symétriques entre
les racines de f. Un injecteur et une base de Grobner de l'idéal I étant connus,
I’algorithme GaloisIdéal pourra étre utilisé pour calculer I'idéal des a-relations
(en prenant [; = I comme premier terme de la suite d’idéaux (1)).

Supposons, dans cette partie, que le polynéme f se factorise sur k en deux
polynomes g et h de degrés respectifs m et p = n — m. Ordonnons le n-uplet o

des racines de f de telle sorte que 8 = (au,..., Q) soit un m-uplet des racines
de g et que v = (Wm+1s- .., Qn) soit un p-uplet des racines de h. Posons B =
klx1,...,2m] et C = k[Zm+1,- .., s] et munissons les anneaux A, B et C de 'ordre

lexicographique induit par z1 < 2 < ... < Ty, < Typg1 < ... < Ty,. Dans la suite
de cet article, les bases de Grobner considérées le seront toujours relativement a
cet ordre.

Nous avons le résultat bien connu suivant :

Lemme 2.1. Galy(a) C Galp(B) x Galp(y).
Dans cette partie, nous allons démontrer le résultat plus général suivant :

Théoréme 2.2. Soient G une partie de Sy, et H une partie de S,. Si G (resp. H)
est Uingecteur de l’idéal Idp(G.0) (resp. Ide(H.7y)) relativement & B (resp. 7y) alors
Va-idéal de Galois 1d4((G x H).a) posséde G x H comme injecteur relatif o o et
il vérifie :

Id4((G x H).a) = 1ds(G.3) A+ 1dc(H.y) A. (6)
De plus, si Gy et Go sont des bases de Grébner respectives des idéaur 1dg(G.J3) et
Idc(H.7y) alors G = G1 UGy est une base de Gréobner de lidéal Id 4((G x H).q).

Démonstration. Posons Iy = Idg(G.3), Io = Id¢(H.7y) et J = I A+I>A. Montrons
que J =I1dA((G x H).qv).

Puisque G (resp. H) est I'injecteur de I (resp. I3) relatif & 8 (resp. ), nous
avons, d’apres (4),

V() =GB ={(Bs1),Bom)) | 0€G}, (resp. V(I2) = H.y).

Donc V(IlA) = {(aa(l),...,aa(m),ul,...,up) | o€ G, u; € ]23} et V(IQ.A) =
{(’Ul,---,’Um,a-,—(m+1)7---,047—(n)) | T€H, v; € /23} Ainsi,

V() = VILA+ LA = V(LA N V(LA = (G x H).a. (7)

Le radical de I'idéal J est donc I'idéal de Galois Id 4((G x H).a) qui, d’apres les
identités (4) et (7), possede G x H comme injecteur relatif & a. Il reste donc a
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démontrer que I’idéal J, de dimension 0, est radical. Pour ce faire, nous allons mon-
trer qu'il vérifie le critere de radicalité de Seidenberg (voir, par exemple, Lem. 8.13
dans [3]).

D’apres la proposition 1.1, les idéaux de Galois I; et Is vérifient le critere de
Seidenberg dans, respectivement, B et C. Ainsi, pour tout entier ¢ dans [1,m]
(resp. [m+1,n]), il existe un polynéme séparable g;(x;) dans I (resp. I2) et donc
dans J. Ainsi, I'idéal J vérifie le critere de Seidenberg.

Montrons que G; UG5 est une base de Grobner de J. Rappelons que, puisque Gy
est une base de Grobner de I4, idéal radical, nous avons :

Dim(B/I) = Card(V(I;)) = Card({z* € B|a ¢ In(G1) + N"}), (8)
oz = z{'x5? ... %" et In(Gy) est ensemble des exposants des monémes initiaux

(pour l'ordre lexicographique) de G;. Il en va de méme pour I5 et de toute base
de Grobner de J.

De plus, d’apres 1’égalité (5), nous avons Card(G) = Card(V (1)), de méme
pour I3 et H, ainsi que pour J et G x H. D’apres ’égalité (8), il vient alors :

Card(G x H) = Card(G) Card(H) = Card({z% € A|a ¢ In(G1 U G2) + N"}).

Si G1 U Ga, qui engendre J, n’était pas une base de Grébner de J, nous aurions
nécessairement la contradiction :

Card(G x H) = Card({z% € A|la ¢ In(G; UGs) + N"})
> Dim(A/J) = Card(V(J)) = Card(G x H).
Par conséquent, G U G, est une base de Grobner de J. O

D’apres ce théoreme, des idéaux de Galois de chacun des facteurs du po-
lynéme f, se déduit un idéal de Galois I de f vérifiant :

Card(Galg(8)) Card(Galy(v)) < Card(V(I)) < m!p!.

A partir de cet idéal, pourra étre construit ’idéal maximal M.

Définition 2.3. Un sous-ensemble T' de k[z1, ..., z,] est dit triangulaire si T est
constitué de n polynomes fi(x1), fa(z1,2z2),. .., fo(z1,z2,...,x,) tels que le plus
grand monome de f; pour 'ordre lexicographique soit de la forme :Efi ou d; € N*.

Remarquons que, si un ensemble de générateurs d’un idéal de k[z1,...,z,] est
triangulaire, il constitue une base de Grébner de cet idéal.

Remarque 2.
e Par induction, le théoreme 2.2 se généralise au cas ou f se factorise en
plus de deux facteurs.



IDEAUX DE RELATIONS ET POLYNOMES REDUCTIBLES 657

e Lorsque G; et Gy sont des ensembles triangulaires, I'union G; U Gy est
également car les monomes initiaux sont premiers deux-a-deux ; elle consti-
tue donc une base de Grobner de I'idéal J.

e Le théoréme 2.2 généralise le résultat d’A. Colin qui établit I'identité (6)
lorsque G = Gal, (), H = Gali(y) et G x H = Galg(a) (voir [5]).

Nous présentons maintenant quelques exemples.

2.1. EXEMPLES

Les polynémes des exemples ci-apres ont été pris dans la base de données de
Jiurgen Kliiners et Gunter Malle disponible sur internet a [’adresse
http ://www.iwr.uni-heidelberg.de/groups/compalg/minimum/. Le lemme
suivant est utilisé dans les exemples de ce paragraphe; nous l'utilisons sans y
faire référence.

Lemme 2.4. Si g et h sont k-irréductibles alors les Galy(a)-orbites de {1,...,n}
sont {1,2,....m} et {m+1,m+2,...,n}.

Démonstration. Les racines ai, @z, . .., am du polynéme g sont les aq ;) olt o par-
court Galg(a) puisque g est irréductible sur k. Donc {1,2,...,m} est 'orbite de
1 sous action Galg(a). De méme {m+1,m+2,...,n} est Uorbite de m + 1 sous
Paction Galg(a). O

Pour la suite, posons m =5 et p = 2.

Exemple 2.5. Soient les polynémes Q-irréductibles g = 2° —x*—4234+3224-32—1,
h =%+ 1et f = gh. L’ensemble

Ty = {2} — 2} — 423 + 323 + 32, — 1,
x2+x%—2,
r3 — x5 + 311,
zy — o+ 25 + 30} — 221 — 1,

Ts5 +xt — 42 +2)

engendre l'idéal Idg (@) des [(-relations dont I'injecteur GalQ (g) est le groupe cy-
clique Cs = ((1,3,2,4,5)). L’ensemble Ty = {22 + 1,77 + 26} engendre I'idéal
Idc(y) des y-relations d’injecteur le groupe symétrique Sy = Galgy (7). L’ensemble
triangulaire T se calcule rapidement en factorisant le polynéme g dans son corps
de rupture de degré 5.

Comme le groupe Cs x So n’a pas de sous-groupe propre dont 'action sur
{1,2,...,7} ait une orbite de longueur 5(=deg(g)) et une de longueur 2(=deg(h)),
nous avons nécessairement Galg(a) = C5 x Sy (voir Lems. 2.1 et 2.4). D’apres le
théoréeme 2.2, appliqué a G = C5 et H = S5, I'idéal I de A engendré par 77 U Ty
est 'a-idéal de Galois d’injecteur Cs x S5. Comme C5 X S5 est le groupe de Galois
Galgy (), I'idéal T est celui des a-relations M.
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Exemple 2.6. Soit les polynomes Q-irréductibles g = 2° — 22* + 223 — 22 + 1,
h =22+ 1et f = gh. Nous procédons de méme que pour I’exemple précédent.
L’ensemble triangulaire

5 4 3 2
Ty = {zy — 227 + 227 — x7 + 1,

2 4 3 2

oy 4 (=27 + o] — 2] 21— Dag — 21 + 1,

4 3 2
$3+$2—$1+$1—I1+$1—1,
4 2 3 2 2 4 2 3 9 2
Ty — Ty + 22227 — 22027 + X221 + 1 — 227 + 227 — T,

T5+xy+ 2t —ad +a? -1}

engendre l'idéal I; des [(-relations d’injecteur le groupe dihédral D5 = (o =
(1,5,2,3,4), 7 = (1,3)(2,5)) et To = {22 + 1,27 + w6} engendre I'idéal I des
v-relations d’injecteur le groupe Ss.
 Le seul sous-groupe propre de D5 x S5 qui admette une orbite de longueur 5 et
une de longueur 2 est le groupe Gy = (o, 7(6,7)). Le groupe de Galois Gali () est
donc ou bien G7; = D5 x S5 ou bien Gs.

L’idéal I engendré par Ty U Ts est Pa-idéal de Galois d’injecteur Dy x So (voir
Théor. 2.2). Montrons comment, & partir de I, 'algorithme GaloisIdéal calcule
l'idéal des a-relations. Le polynéme © donné ci-dessous vérifie Go = {0 € G1 |

0.0 =0}:

2 2 2 2 2
0 = TiTo%e + XIX3T7 + T1T5T7 + T1X3%6 + T3X4T6

2 2 2 2 2
+Toxyx7 + T3T5T7 + T3T5T6 + TyX5T6 + TaX5X7.

Nous avons G; = G2 +7Gz; le polynéme R = (z—0O(a))(r—7.0(a)) s’appelle une
résolvante G1-relative de o par ©. Si cette résolvante possede un facteur linéaire
simple sur Q alors le groupe de Galois de a sur k est contenu dans Go (c’est
un résultat anciennement connu : par exemple, dans [9], Pauteur l'utilise pour
déterminer le groupe de Galois); il s’agit donc de G3. L’ensemble triangulaire
T} U T, qui engendre l'idéal I est utilisé pour calculer cette résolvante (voir [2]) :

R =22 —-14T7.

Comme le polynéme R est irréductible sur Q, le groupe de Galois GalQ () est Gy
et I'idéal M est donc 'idéal I.

3. APPLICATION

Dans [8], sont construits des idéaux de Galois des facteurs de f dans une exten-
sion algébrique K de k. Les injecteurs de ces idéaux sont également calculés. Le
théoreme 2.2 appliqué a ces idéaux permet d’en déduire un idéal de Galois Iy de f
sur K ainsi qu'un de ses injecteurs Lg. Dans ’article sus-cité, a partir de ’ensemble
engendrant Iy, il est déduit un ensemble T engendrant un idéal de Galois I de f
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k et de l'injecteur Lg est déduit un injecteur L de I. Il est ensuite possible

d’appliquer ’algorithme GaloisIdéal a I'idéal I; = I afin de calculer un idéal des
relations M.
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