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Abstract 

In the present paper a model of transformations of polynomial equations (the so called Udirect im- 
age”mode1) is studied. We express, in this model, some minimal polynomials and some resolve&s relative to 
the Galois group of a polynomial in order to use a general algorithm of resolution. This algorithm can be 
effectively computed in MACSYMA with the extension SYM that manipulates symmetric polynomials. We 
give a few examples obtained by specializing the general algorithm for the Galois resolvent. 

INTRODUCTION 

Soit k un corps. On se donne un polyname p de degrk n et irr6ductible sur k[z]. 
Soit K = k(al,.. ., a,) le corps de l’ensemble WC(~) des racines de p. Le groupe not6 Gal(K/k) des auto- 
morphismes de K laissant k invariant est le groupe de Galois de l’extension K/k. Le corps K &ant le corps 
des racines d’un polyname p, on notera kgalement ce groupe G&(p), le groupe de Galois de p sur le corps k. 
Le calcul de son ordre ou le test de son inclusion dans un autre groupe (comprenant entre autre celle de sa 
rCsolubilit6) peuvent se realiser B l’aide de rksolvantes. 
Ah de simplifier les notations nous prendrons la convention suivante : soient S, le groupe sym&trique d’ordre 
n et SW(p) le groupe symdtrique agissant sur les racines de p. Nous utiliserons implicitement l’isomorphisme de 
Sri(p) dans S,, qui a u associe T tel que si D(CY~) = aj alors T(;) = j, pour tout i, j dans [ 1, . . . , TV]. 

1 Rappel de la d6finition d’image directe 

Cette dCfinition a Ct6 introduite dans [G,L,V]. 
Soit k un corps, et K la cl6ture algkbrique de k. On note N l’ensemble des entiers naturels positifs. 

Donnons-nous un entier s et considkrons l’klkment C = (cl, cg, . . . , c.) de N”. Son poids [ C 1 est la somme 

Cl + - ’ . + c,. Soit Rc l’alghbre de polyn6mes k(zi’), . . . , ET::), . . . , zp), . . . , ~6:) ]. Une transformation de type C 
n’est rien d’autre qu’un polyname f de R C, auquel on associe une application : 

f : Kc’ x KC” x . . . x KC* - K 

que l’on dksigne Bgalement par f. 
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L’ensemble N” est naturellement partiellement ordon&. Si M est plus grand que C, cela induit une inclusion 
naturehe RG C Ru. 

Le multidegrd D du a-uplet de polynSmes d’une variable (PI,. . . , Pd) est la suite (dr, . . . , db) de leurs degrks. 

Maintenant nous pouvons ddfinir l’imagc directe ou transformation : 

f* : k[SIS - k(s] 

qui associe B chaque a-uplet ordonn6 de polynbmes unitaires P = (PI,. . . , P,), de multidegrd D plus grand 
que C, le polyname unitaire j,(P) obtenu de la man&e suivante : informellement parld, c’est le polyn6me 

d’une variable dont les racmes sont les Uments de K obtenus par substitution dans j des variables zii’ par les 
differentes racines de Pi. Nous donnons maintenant une dkfinition prkise de j,(P) : 

Puisque le multidegr6 D est plus grand que C, on peut associer a chaque polyname Pi de degr4 di l’ensemble 

r(Pj) = (aIj), . . . . (i) adj ) de ses di racines dans K ordonnkes de faGon arbitraire (1 5 j 5 s). Choisissons une 

application d’&aluation E, : Ro (i) - K qui est un homomorphisme d’algbbre envoyant la variable xi sur a(j). 
Le produit SD de groupes symktriques Sdr x -. . x Sd, agit naturellement sur RD : par l’inclusion naturllle 
Rc G RD, f devient un Clkment de RD. Soit OS,(~) son orbite sous SD. 

Finalement j,(P) est le polynbme dont les racines sont les images par l’application d’6valuation E, des dldments 
de l’orbite de f, i.e. : 

f4W) = n (x - Es(d). 
WA?, tl) 

Pour ce prksent papier les applications ne concernent que le cas a = 1 et P = (p), mais l’algorithme DIRECT 
proposC ici pour le calcul de j*(p) se gCnCralise simplement au cas a > 1. 

2 Propri&& d’invariance 

Nous knoncons ici des propriktks bien connues, permettant de justifier que les calcuh de l’algorithme DIRECT, 
donn/‘e plus loin, ne font pas sortir du corps de base. 

Fixons une fois pour toute une Bvaluation E des variables xl,. . . , z, en les racines du polyn8me p. A partir 
de cette &valuation, si g est un Ument (resp. un ensemble d’dlkments) du corps k(sr, . . . , z,), on notera 5 la 
valeur p&e par g (resp. l’ensemble des valeurs prises par les kl6ments de g) en les racines de p via l’application 
d’6valuation E. 

Remarque : Avec la convention d’identification de Sri(p) B S,,, p our tout sous-groupe H de S,, on a OH”(~) = 

OH(?)- 

Donnons-nous j un Wment de k[zI, . . . , z,,]. Nous supposons d’avance que les fonctions symdtriques sont des 
polyn6mes. 

Proposition 2.1 Soient H un aoua-groupe de S,, et c le cardinal de l’orbite OH(?). Si S est une jonction 
aymktrique de c variables, alora S(OH(~)) es invariante aoua l’action de H SW lea racinea de p. En d’autrea t 
termea S(OH(~)) appartient d l’enaemble K H dea invarianta par H dana le corps dea racinea de p. 

Soit S une fonction symdtrique. Si A est un ensemble de fonctions quelconques, on note S(A) l’dvaluation de S 
en les &ments de A. Si q est un polynbme d’une variable, on note S(q) 1’Cvaluation de S en les racines de q (i.e. 

S(9) = S(r49))). 

preuve : Comme S est une fonction symdtrique, il suffit de montrer que l’orbite OH(?) reste invariante sous 
I’action de H. Ce qui est trivial puisque H est un groupe. 
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Corollaire 2.1 Avec les hypothLses de la proposition d.1, si H est le groupe Gal(K/k), alors S(O~ol(~,h)(j)) 
appartient au corps de base k. 

preuve : En effet d’aprks le thdor&me de GaIois k = KC”‘(KIk). 

Corollaire 2.2 Supposons que O,,(f) comporte c Mments fl . . . fe. Soit S une fonction symt?trique de c 
variables. Alors S(Os,(f)) est symttrique en ~1,. . . , zn. 

preuve : En effet, il suffit d’appliquer la proposition 3.1 A H = S,, et prendre p le polyn8me dont les racines sont 
Xl,. . . , 2,. 

Corollaire 2.5 Avec lea hypothdscs du corollaire prkckdent, si on &value S(Os,,(f)) en les racines de p alors le 
re’sultat S(fl , . . . , jC) appartient au corps k. 

preuve : Comme d’apr&s le corollaire prWdent S(Os,(f)) appartient B k(xl, . . . , z,,)~=, on peut 1’ exprimer, 
d’ap& le thdorkme fondamental des fonctions symkriques, comme fraction rationnelle sur k en les fonctions 
sym&riques Ql6mentaires des zi. Aloes l’dvaluation de S(Os, (f)) en 1 es racines du polyn6me p revient A substituer 
aux fonctions symdtriques Bl6mentaires des xi celles des racines de p qui sont (a un signe prks) ses coefficients. 

Remarques : En se placeant successivement dans s extensions associt?es aux blocs des racines des s polynames 

Pl, . . . , Pd, ce dernier corollaire montre que f* (PI, . . . , Pb) ddfinie au paragraphe prkc6dent a bien ses coefficients 
dans le corps de base k. On peut de m6me remarquer que si le groupe choisi pour l’orbite de f Btait le produit 
des groupes de Galois des polyn6mes 4,. . . , P, au lieu de 5’0, le poIyn6me f*(Pl, . . . , P,), aurait kgalement ses 
coefficients dans le corps de base. Mais alors, nous n’aurions paa de moyen de le calculer sans connaitre les s 
groupes de Galois. 

3 PolynGmes minimaux 

Proposition S.l ([Bastida] p.118) Soient F un corps et G le groupe des automorphiames de F, et Q E F. Alors 
Q est algkbrique JUT FG si et seulement si O,(Q) est jini, et duns ce cas &Eoo(aI (X - p) est son polynBme 
minimal SW FG. 

Corollaire 3.1 Soit H un sous-groupe de S,, et soit h E k(xl, . . . , x,)~, 
minimal de h(xI, . . . , x,) SW k(xl, x2,. . . , z,)~,. 

alors h,(n~==,(z - x;)) est le polynBme 

preuve : Notons G le groupe des automorphismes de k(xl, . . . , x,)~ et S,,/H une transversale de H dans S,,. 
Comme OS,(~) = 0 s,,/~(h) 

9). 

= oG(h), pUi.SqUe h eSf inVi&ant par H, dOrS h,(nr&(x-xi)) = neEO,,,n(h)(x- 

Ce corollaire permet d’exprimer la rksolvante de Galois gCnCralisCe en termes d’image directe comme nous le 
verrons plus loin. 

Revenons aux s polynames PI,. , , , Pd du paragraphe prkct5dent et considkrons 1Wment 
7 = f (“(ll), . . . , CY$~‘, . . . , cry), . . . , cy!t)) de l’extension k(rac(PI), . . . , rac(P#)). 

Corollaire 3.2 Si Gark(P’) = Sdi pour tout i de 1 & s, alors f*(P) est le polynBme minimal de 7 SW k. 

Si le groupe de Galois de chaque polykme Pi n’est pas Sdi, on peut trouver le polyname minimal de 7 sur k 
avec des intervals 1: isolants chacune des racines a;(j) choisies (j = 1.. . a et i = 1,. . . , cs). Pour cela il suffit 
de remplacer 1’Qtape (1) de l’alg orithme 1 de R. [Loos] (p. 180-181) par le calcul de f,(P), de remplacer la 
factorisation ‘%quare-free” de l’ktape (2) par une factorisation compkte sur k, de g&ukaliser l’kape (3), et de 

prendre K = f (I,‘“’ I(l) 1”) ,*-*, Cl ,...I 1 ,a--, 1::‘) dans la quatrikme &ape. 

On retrouve ici que la Aolvante de Galois (voir plus loin) est le polyname minimal de l’Cl6ment primitif de 
I’extension k(arl,. . . , ar,). 
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4 Rhsolvantes en termes d’image directe 

Nous conservons ici les notations du paragraphe prdcBdent. 
Nous allons donner des d&initions connues de certaines rdsolvantes, mais en les exprimant chacune comme une 
image directe afin de pouvoir leur appliquer l’algorithme de r&solution knonck au psragraphe suivant. Nous 
Cnonsons 6galement une for-mule permettant d’acc6lkrer cet algorithme dans le cas des rksolvantes de Galois et 
de Lagrange. 

Dans toute cette partie on se donne un polyname p ir&ductible dans k[x] et de degrk n. 

4 .l RQsolvante de Galois 

DBflnition 4.1 Soient t = (t 1,. . . , tn) un n-uplet d’entiera et f(zl, . . . , zn) = Cy.1 tizi. Si O,,(j) eat de 
cardinal n! (i.e. f*(p) eat 3ana facteur carrb), alors f eat appelde une jonction n!-valeurs. 

L’existence d’une telle fonction est connue, et il semble qu’il existe un nombre assez petit de valeurs de t qui ne 
vkrifient pas cela. 

DdS.nition 4.2 Soit f une fonction n!-ualeura. Le facteur irrkductible dana k[x] de f*(p) ayant j comme racine 

eat appeld la rtaolvante de Galoia de p pour le corps k. 

Soit G(s) = (z-ol~)(z-o(rq~)...( 2 - orj) la r6solvante de Galois. Alors on sait que G&(p) = (01, UZ, . . . , a,} 
et que les autres facteurs irrkductibles de f*(p) &ant associ& a des sous-groupes conjugu& de G&(p) SOUS S,,. 

La factorisation de f*(p) sur k permet done l’obtention de l’ordre du groupe de Galois. 

Remarque : Soient q le polyname dont les racines sont tl . . . t,, g(E) Z) = ~~=I UiXi et h(g) = cy=r viol ; alors 

on a A(P) = g*(P, d = h*(q)- 

Rappelons maintenant quelques dhfinitions standards SW les fonctions symdtriques (voir [Macdonald]). 

Une partition est une sdquence finie ou infinie d’entiers posit& rang& dans un ordre dkroissant et contenant 
seulement un nombre 6ni de termes non nuls, appeld longueur de la partition. Si a est un n-uplet d’entiers 
posit& on notera par P(a) la partition engendrke par une permutation de a. 

DBRnition 4.5 Soit g = (xl,. . , , xn) et aoit I = (iI,. . . , in) une partition de longueur infhieure b n. Alora la 
forme monomiale, Ml@), d onnke par la aomme dea monbmea de l’orbite de gr aoua l’action de S,, eat ddjinie 
par : 

o& G(I) eat le atabilisateur de I soua l’action de S,. 

Les formes monomiales A&(,) (zJ = En- i--l x: sont appelkes fonctions puissance (ou de Newton) et not&es p,(xJ. 
De m&me les formes monomiales e, = JV(~ 1 I) 

- 
sont appelees fonctions 3ymCtriquea &?mentairea. Si q est 

un polyn6me de degr6 n dans k(z] et r 5 n aloks (-l)re,(rac(q)) est le coefficient de x’ dans q. 

PropriQt4 4.1 Pour tout entier r, ai f eat une jonction n!-ualeura alora : 

(1) 

o& la aomme eat &endue ct toutes lea partitions J = (jl , . . . , jn) de poida r et de longueur infkrieure ou dgale b 
n. 

preuue de (1) : On appelle II, la partie de N” formbe des BKments de poids r. Nous adopterons la notation uf 
pour la fonction associke B f (xb(l), . . . , x~(~)). 

Notons m(g) = 
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Comme par la d&inition des fonctions puissance p,(f*) = CeES,(crf)‘, nous calculons tout d’abord (oj)’ en 
posant pour 1 < i 5 ta, a~,,~) = s+)ti : 

(uf)? = (cyb,l) + * . - + cyfw))’ 

d’apr&s la formule multinomiale et en utilisant m(uJ = m(P(cJ). D’oh 

bf)’ = C mP(,)(@T. 
aEn, 

On en dQduit done la fonction puissance : 

h(f*) = C C mP(,) (&to UESn UErIr = c mP(,)t” C (4 aEn, 063, 

= 
c mp(& #G(P(WG+&l. 

&l-i, 

En posant pour toutee les suites u d’une m8me orbite J = P(a) puis, en factorisant, il vient : 

Pr(f*) = x#G(J) mJMJ(id c t”, 

aeN-, P(a)=J 

oh la premiere somme est &endue A toutes les partitions J de N” de poids r. 
La COnStatatiOn &N,, , p(a)= J ia = MJ(L) termine la dkmonstration. 

Conclusion : Cette formule permet d’avoir lea fonctions puissance dee racines de f*(p). Si on les obtient effec- 
tivement, on en d4duit facilement les coefficients du polyn6me f* (void plus loin). 

Lorsque n = 4, on obtient des informations (voir [Bastida] p.141) sur le groupe de Galois d’un polyn8me p B 
I’aide de I’ordre du groupe de Galois de sa kolvante cubique. Dans le cas oh cet ordre est 2, on ne peut pas 
savoir si G&(p) est le groupe diddral d’ordre 8 ou le groupe cyclique d’ordre 4. Mais alors, si on calcule l’ordre 
de G&(p) on peut lever l’ind&ermination (voir une application plus loin). 

4.2 Rhsolvante de Lagrange (Vandermonde) 

Dbflnition 4.4 Soit a une racine primitive n-idmc de I’unitd et k = k(cr). Pour f(xJ = cF=1 a’si, l’imagc 
directe f*(p) est appefCe la rkolvante de Lagrange. 

11 est clair que si m n’est pas un multiple de n alors le coefficient de xm dans j,(p)(~) est nul. Ce coefficient 
&ant B un signe p&s la (n! - m)-i&me fonction symdtrique kl6mentaire des racines de j*(p) on en dkduit avec 
les relations de [Girardj-Newton : 

&(-1)‘e.p ’ = 0 pour tout r 2 0, I r-* 
id 

we P,(f* (p)) es nulle si r n’est pas un multiple de n. Pour pr non nulle, la formule (1) donnke au paragraphe t 

prdct5dent s’applique ici avec & = 2. 

Si on pose Er = ne,,(f,) et P, = prn(f*) a ors les relations de Girard-Newton deviennent : 1 

(2) 

Cette formule sera utile lors de la dernikre &ape de I’algorithme. 



4.3 RQsolvante de Galois gdndralis6e 

Dans le paragraphe BUT la r&olvante de Galois, si f est une fonction n!-valeurs alors f(oi,. . , , on) est un 
Bldment primitif de Ic(ari,. . . , cr,), et la rdsolvante de Galois est son polyn8me minimal, ce qui confirme que le 
degrd de l’extension est l’ordre du groupe de Galois (th&or&me de [Dedekind, §.166]-[Artin, sec. 2.H]). Maintenant 
consid&ons H un sow-groupe de S,, et la tour d’extensions 

k( el,. . . , e,) = k(xI,. . .,x,,)‘= c k(xI,. . . ,z,)~ c k(xI, . . . , x,), 

03 el,..., e, sont les fonctions symdtriques Wmentaires de ~1,. . . , x,,. 

DCflnition 4.6 Soit f(xl, . . . , z,) un Mment primitif de k(zr,. . . , z,)~ sur k(el, . . . , e,), alors f*(p) est la 
rksolvante de Galois gknkraliske. 

Nous rappelons ici que nous identifions les groupes agissants sur [1,2,. . . , n] de ceux agissant sur les raciues de 
p par l’isomorphisme don& dans l’introduction. 

Remarque : Comme d’aprks 3.1 f*(n~=)=,(z-x~)) est le polyn8me minimal de f(z1,. . . ,z,) sur k(xl, x2,. . . , xn)‘, 
et que f est primitif, le degr4 de f*(p) (i.e. le cardinal de OS,(~)) est 1 ‘in d ice du groupe H (le degrk de l’extension). 

Proprikt4 4.2 Soit f un t!llkment primitif de k(xl, . . . , x,.,)~. G&(p) est un sous-groupe d’un des groupes 
conjuguks de H sous S,, si et seulement si il existe u dans S, tel que pour tout g dans Galk(p) on ait g(of) = af. 

preuve : Le fait que Galk(p) soit inclus dans H ou dans un de ses conjuguds ddpend de l’isomorphisme choisit 
pour identifier G&(p) a un sous-groupe de S,. En choisissant le bon isomorphisme il suffit de montrer que 
Galk(p) c H si et eeulement si pour tout g dans Galk(p) on a g f = f. De gauche a droite, c’est trivial pour 
tout f dans k(zl, . . . , I,)~ et de droite ir gauche Bgalement puisque f est un 6lBment primitif. 

Mais cette proposition n’offre pas de m&hode calculatoire, comme ce corollaire qui en dkcoule : 

Corollaire 4.1 Soit f un Mment primitif de k(xl, . . . , z,)~. Si Galk(p) eat un soua groupe d’un des groupes 
conjuguts de W sow S,, alors f*(p) a une racine dans k. Si f*(p) n’a paa de racinea multiplea et qu’une de ses 
racines est dons k, alors Galk(p) est un sow-groupe d’un des groupes conjuguds de H sow S,,. 

Remarque : Ce corollaire est d&j& connu (voir [Arnaudiks] et [Lefton]). 

preuve : Comme pr&&demment, nous supposerons que l’isomorphisme choisit est 1. bon. Si le groupe de Galois 
est un sous groupe de H alors comme d’apr&s la proposition pr&ddente la racine f de f*(p) eat invariante sous 
I’action de Galk(p), elle appartient done a k. Maintenant si j est dans Ic, elle est invariante par Galk(p). Or si 
g? = 7 alors ou bien g f = f, ou bien gf = h # f et 6 = 1, ce qui est exclu puisque f*(p) est sans facteur carrd. 
On conclut avec la proposition prdc6dente. 

Dans son article J.M. Arnaudi&s applique ce resultat aux sous-groupes r&olubles transitifs maximaux afin de 
determiner si un polyname est r&soluble par radicaux. Dans son article P. Lefton prend, entre autres, comme 
exemples le groupe alter& et le groupe cyclique engendrk par le cycle Q = (12.. . rz). 

Exemple : Prenons A,, le groupe alter& (d’indice 2). L’Qlkment primitif est alors le dgterminant de Vander- 
monde : f(d = l-Ii<i(x’ - “3) dont le conjugu4 sous S,, est -f. D’oh f*(p) = x2 - (7)” = x2 - disc(p). On 
retrouve bien que G&(k) est un sous-groupe de A, si son discriminant est un car& dans k. 

5 Algorithme g&n&al de r&olution et implantation 

5.1 L’algorithme DIRECT 

Tout d’abord nous allons voir une proposition permettant de ddduire de l’action du produit de groupes symdtriques 
SC sur f celle de SD sur f vue dans RD. 
En fait nous l’knoncons dans le cas ou s = 1 (i.e. C = (cl) = (m) et D = (di) = (n)). Le cas s > 1 en est qu’une 
simple g&idralisation. 
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Propri&k 6.1 Soit j E k[xl,. . . , xm] tellc que 

C’est d dire quc cette jonction puissance, symttrique en xl,. . . x,,, (comme nous l’auons dtjd constah?), est connue , 1 
SW la base des jormes monomiales de k(xl, . . . , x,,,lsm. Si m 5 n et F est le prolongement de j b k[xl, . . .,x,,] 
alors : 

06 lg(I) eat la longueur de la partition I. 

En particulier si j est symdtrique (oh multisymktrique si s > l), alors pr(Os,( j)) = f’ peut ctre obtenue 
directement sur la base des formes monomiales (voir [Vl]). 

L’algorithme eat don& pour s = 1 , mais il se gBnkraliie facilement au cas s > 1. On se donne p un polyname 
de degr6 n en une variable et j un polyn6me de m variables, avec m 5 n. On suppose que le cardinal de Os,( j) 
est c. Les quatres &apes de I’algorithme sont les suivantes : 

l- Cakuler les fonctions puissance de OS,(~) jusqu’a I’ordre c, sur la base des formes monomiales de k[xl , . . . , x,,,]‘, 
Ceci eat possible d’aprbs le Corollaire 2.2. 

2- En dkduire ?L l’aide de la Proposition 5.1 celles de OS, (j) jusqu’a l’ordre c, sur la base des formes monomiales 
de k[xl, , . . , x,ls-. 

3- D&composer chacune de ces fonctions puissance en les fonctions symkriques 6Mmentaires des racines de 
p. Ceci peut se faire directement oh par l’intermddiaire d’une autre base de I’algkbre des polynames 
symkriques comme celle des fonctions puissance obtenues B partir des fonctions symkriques dldmentaires 
% partir des relations de Girard-Newton appliquges aux racines de p. 

4- L’ktape 3 ayant permis l’obtention des fonctions puissance des racines de j*(p), on en deduit les fonctions 
symdtriques Blkmentaires (et done les coefficients) avec les relations de Girard-Newton. 

Remarque : Le choix de la recherche des fonctions puissance n’est bien entendu pas limitatif car on peut les 
obtenir B partir de toute autre base de l’anneau des fonctions symktriques. Mais en g&&al ce sont elles qui 
offrent le plus de facilitds combinatoires. 

5.2 Programmation sous MACSYMA 

Nous disposons sous MACSYMA d’un module de manipulations de fonctions symgtriques, nommC SYM, permettant 
de rkaliser l’algorithme pr&Bdent [voir V3]. N ous allons reprendre l’algorithme prkddent &ape par &ape en 
mettant en gras les fonctions de SYM. 

5.2.1 Etape 1 

Cette &ape peut se realiser de diffkentes mani&res. Le premier cas est celui ou le cas particulier BtuditZ permet 
d’obtenir facilement une formule (ex. pour la rdsolvante de Galois). Si on ne dispose pas d’une telle formule, la 
me’thode g&&ale consiste B calculer I’orbite de j sous l’action de S,,, avec la fonction orbit (ou multi-orbit 
pour le cas s > 1). On a vu au paragraphe 4.3 (Remarque p.8) que l’invariance suivant un groupe de la fonction 
j peut permettre d’obtenir plus rapidement cette orbite. Une fois cette orbite obtenue, pour en calculer les 
fonctions puissance sur la base des formes monomiales, on utilise la fonction pui,direct de SYM. 

5.2.2 Etape 2 

Elle se rkalise sane problkme avec des commandes MACSYMA. 
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5.2.5 Etape S 

Si on d&ire dkcomposer directement en lee fonctions sym&riques Bl~mentaires du polyname p, on utilise la 
fonction elem sinon on calcule les fonctions puissance des racines de p avec la fonction ele2pui puis on dkcompose 
avec la fonction pui. 

6.2.4 Etape 4 

On utilise la fonction pui2ele de SYM. 

5.3 Calcul de la rdsolvante de Galois 

On utilise la proposition 4.1 afin de rdaliser la premi&re &ape. Tout d’abord on calcule lea fonctiona puissance 
sans spkialiser les valeurs enti&res des tI, tz, . . . , t,. On utilise alors les fonctions Itreillis, cardstab et multi- 
rromial de SYM. La fonction ltreillis ram&e la liste des partitions de poids n et de longueurs born&es. Comme 
pour un m6me degr6 cette &ape rdalis&e dana le programme ci-dessous par la fonction newtongen eat la mgme 
pour toua les polyn6mes, on sauve ce rksultat dans un fichier si cela n’a pas encore 6% fait, sinon on le charge. 
Puis on sp&ialise les ti en des entiem. De mdme, cette &ape pouvant ttre commune h plusieurs (en r&&d 
presque tous) polynbmee d’un mtme degr6, on sauve ce calcul dans un fichier. 

Remarquc : pour tester si f est une fonction n!-valeurs, la pratique a montrC qu’il est plus ais4 de calculer d’abord 
la rdsolvante f*(p) puia de tester si elle sans facteur car&, que de calculer son discriminant avec le dhterminant 
de la matrice (pi+j--5(f*(p)))l~i,jSnl. Voici done le programme en MACSYMA : 

/* VALEUR 3 POUR pui, CAR LES POLYNOMES SONT PARTITIONNES*/ 
Pui : 3) 

/* treillia EST UNE LISTE DE PARTITIONS DE POIDS r A EXACTEMENT II ELEMENTS 
ON ADJOINT A CBAGUE PARTITION LE PRODUIT DU CARDINAL DE SON STABILISATEUR, 
CALCULE AVEC LA FONCTION card-atab de SYM. SOUS L'ACTION DU CROUPE SYM!ZRIQUE 
S-n, AVEC UN COEFFICIENT MULTINOMIAL, CALCIJLE AvEC LA FONCTION 
multinomial de SYM */ 

newton_gen(treillie,r.n):= 
mapliat(lambda([part], 

cons(card-stab(part,H=e)* multinomial(r,part). 
part>>, 

treillitr)$ 
/* EVALUATION D'UNE FONME MONOMIALE A PARTIR DE SA PARTITION ASSOCIEE part 

CETTE PARTITION COMPORTANT EXACTEMENT n ELEMENTS. 
UTILISATION DE LA FONCTION permut de SYM */ 

ev-eym (part , v , n) : =block( [r] , 

apply("+", maplist(lembda(Cu], 
(r:i, 
for i:l thru n do 

if not(v[i]=O and u[i]=O) 
then r:r*v[i]*u[i]. 

r)), 
permut (part 1) 1) $ 

/* LA FONCTION Galoie PREND COMME ARGUMENTS : 
- n LE DEGRE W POLYNOME 
- puieaancee-init LES FONCTIONS PUISSANCE DE SES RACINES (DE 0 A n!) 

OBTENUES AVEC LA FONCTION ele2pui DE SYM 
- v LA VALEUR DES ENTIERS POUR f=sonune(v-i*x-i) DE 1 A n 
- etape VALANT 1, 2 OU 3 SELON CE GUI A DEJA ETE SAUVEGARDE */ 

Galoia(n.puiesancea~init,v,etape):= 
block([d.newton,g,p.coeff,reaol.nawton,baee.nom 1, 

/* DEGRE DE LA RESOLVANTE */ 
d:factorial(n), 

/* VALEURS COMMUNES A TOUS LES POLYNOMES DE DEGRES n 
UTILISATION DE LA FONCTION ltreillis de SYM : PARTITION DE POIDS r ET 
DE LONGUEUR INFERIEURE A n */ 

nom : concat('newton-baae,n.18.8','1), 
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if etape = 1 then 
(newton-base : rakeliet(neuton,gen(ltreillie(r,n) ,r,n) ,:r,l,d), 
apply have, I: [nom] , ‘newton-base] )) 

else if etape = 2 then lead(nom), 
/* CALCUL DES FONCTIONS PUISSANCE, DE 1 A n!, DE 1’ORBITE DE LA FONCTION 

somme-{i=l)^n t-i*x-i . OU LES x-i SONT ENCORE GENERIqUES */ 
nOI4 : concat(‘newton,spe,n,OO.~~,‘l), 
if not (etape=3) then 

(for i:i thru d do 
(p[i] :mapliet (lambda( [man] , 

cons(ev,sym(rest (man) ,v,n)*first(mon) , 
rest (mon) ) ) , 

f lrot (newton-base)) , 
newton-base : rest (newton-base)), 
~101 :d. 
apply (save, I Inoml , ‘PI 1) 

else load(nom) , 
/* PUIS DECOMPOSITION EN LES FONCTIONS PUISSANCE DU POLYNOME DONNE 

AVEC LA FONCTION pui de SYM */ 
p[Ol :d, 
newton: cons(d. 

mabeliat((kill(pli-11) ,pui(puisaances-init,p[i] , [I)), 
i.1.d)). 

kill (p Cdl > . 
/* CALCUL DE LA RESOLVANTE A PARTIR DES FONCTIONS PUISSANCE DE SES RACINES */ 

coeff_reeol:pui2ele(d,newton), 
kill (newt on), 
g: x**d, 
for i:i thru d do 

(coeff~resol:reet(coeff~resol), 
g:g+(-l)**i*x**(d-i)*first(coeff-resol)), 

sqfr(g))$ 

Pour le cas oti le polyn6me est de degrd 4, on calcule le degre de la r&olvante de Galois de sa rBsolvante cubique 
avec la fonction reeolcub qui prend comme argument la Ii&e des fonctions symktriques kldmentaires des racines 
du polynbme considkrd : 

reaolcub(fse) :- block( [fse,resolcubique,fp) , 
/* FONCTIONS SYMETRIIJUES ELEMENTAIRES DES RACINES DE SA RESOLVANTE CUBIqUE */ 

fee-reaolcubique : [fee[2] ,fee[l]*fee[3]-4*fee[4], 
fse[4l*(fse[1]“2-4*fse[2])+fse[3]~2], 

/* FONCTIONS PUISSANCE */ 
: ele2pul(6,cona(3,fse~reaolcubique)), 

%oia(3,fp, c1.2.3, .l))( 

6 Exhcutions 

Les illustrations choisies ci-dessous sont des exemples se trouvant dans [Dickson]. Soient p(z) = z3 + z2 + z -t 1 
et f(z1,22) = 52 - 21 (voir p. 162). 0 n calcule en (~3) les fonctions puissance des racines de ce polynbme et 
en (~4) la forme “sqfree” de f*((p). C tt e e rksolvante Qtant sans facteur car&, f est une fonction n!-valeurs est 
le groupe de Gdois est d’ordre 2 d’apr8s (d5). Ensuite on choisit le polyname q(z) = z4 + z3 + zc2 + z + 1 (voir 
p.170). Le groupe de Galois de sa rdsolvante cubique est d’ordre 2 d’apr&s (d6) et (d7). On calcule alors en 
(d8) et (d9) l’ordre du groupe de Galois de q. Et comme d’aprhs (d8) et (d9) l’ordre de Galq(q) est 4, c’est le 
groupe cyclique d’ordre 4. En (~10) et (~11) on trouve les temps d’exCcutions lorsque I’on utilise des r&ultats 
sauvegardhs dans des fichiers. 

(~3) fp:ele2pui(3, [3,-1,1,-l]); 
Time= 860 msec. 
(d3) [3, - I, - 1, - 11 
(~4) GaLois(3,fp, [-1 ,l,O] ,l); 
Totaltime= 28616 msec. GCtime- 6460 msec. 
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6 4 2 
(d4) x +4x +4x + 16 
(~6) factor(%) ; 
Time= 760 meet. 

2 2 2 
(66) (x + 4) (x - 2 x + 2) (x + 2 x + 2) 
(~6) reeolcub([-l,l,-l,l]); 
Totaltime= 21683 meet. CCtime= 3260 maec. 

6 6 4 2 
(d6> X - 12 x + 40 x - 140 x + 48 x + 19 
(c7) factor(%) : 
Totaltime= 4300 meet. GCtime= 3200 meet. 

2 2 2 
(67) (x - 9 x + 19) (x - 4 x - 1) (x + x - 1) 
(~8) Galoie(4,ele2pui(4, [4,-l,l,-l,l]), [1,2,-l,-21 ,l>; 
Totaltime= 6386660 maec. GCtime= 1162860 meet. 

24 22 20 18 16 14 12 
(d8> x + 60 x + 376 x - 14000 x - 73626 x + 4031260 x - 2410626 x 

10 8 6 4 
- 689631260 x + 1897181260 x + 33836281260 x + 13666112600 x 

2 
+ 226676260000 x + 46422266626 

(~9) factor(%) ; 
Totaltime= 106400 msec. GCtime= 14066 msec. 

4 2 4 2 
(d9) (x - 20 x - 1s x + 166) (x - 20 x + 16 x + 166) 

4 2 4 2 4 2 
(x + 20 x - 46 x + 66) (x + 20 x + 46 x + 66) (x + 26 x + 6) 

4 2 
+ 26 x + 126) 

,t:,) Galois(4,ele2pui(4, [4,-1.1 -1,111, [l 2,-l,-2],2)$ 
Totaltime- 6230683 meet. GCtime: 1106660 ;eec. 
(~11) Galoie(4,ele2pui(4, [4,-l,l,-l,l]), [1,2.-l,-2],3)$ 
Totaltime= 238460 meet. GCtime= 49060 meet. 
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