Calcul de résolvantes avec les modules de Cauchy
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Cet article décrit un algorithme nouveau et efficace pour cal-
culer des polyndmes caractéristiques d’endomorphismes dans
un algebre quotient en utilisant les modules de Cauchy. Cet al-
gorithme est ensuite utilisé pour calculer des résolvantes et des
multi-résolvantes absolues, outils de base de la théorie des corps
et donc aussi de la théorie de Galois constructive.

We give a new and efficient algorithm to compute some char-
acteristic polynomials using Cauchy modules. This algorithm
is used for the computation of absolute resolvents and multi-
resolvents which are essential tools in constructive Galois the-
ory.

1. INTRODUCTION

La résolvante est 'outil de base de la théorie de
Galois effective dont le calcul & la main s’avere vite
impossible. Ainsi, chercher & diminuer le temps con-
sacré a son calcul améliore celui du calcul du groupe
de Galois d’un polynéme. Historiquement les pre-
miers & réaliser de tels calculs & l'aide de loutil
informatique, furent R. P. Stauduhar [1973] et K.
Girstmair [1983| utilisant pour le premier une mé-
thode basée sur des calculs numériques. Bien que le
résultat ne soit pas certifié, cette méthode s’aveére
étre la plus rapide dans le cas général. Le logiciel
GALP |Eichenlaub et Olivier 1996| basée sur la li-
brairie PARI/GP, utilise ces techniques pour déter-
miner le groupe de Galois de polynémes.

Les méthodes algébriques ont en revanche ’avan-
tage d’étre exactes. Parmi elles, les méthodes basées
sur les fonctions symétriques s’avérent efficaces pour
des invariants particuliers ; voir [Valibouze 1989]. Cet
article s’intéresse aux algorithmes qui calculent des
résolvantes pour un invariant quelconque et qui sont
basés sur 'opération de résultant.

Le résultant est un outil particulierement puissant
pour manipuler algébriquement les racines de poly-
nomes qui depuis Lagrange a servi pour le calcul de
la résolvante; voir [Lagrange 1770]. Le premier qui
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sur machine a utilisé le résultant pour le calcul de
résolvantes (absolues) est L. H. Soicher [1984] pour
des invariants linéaires.

Jusqu’a présent les méthodes basées sur le résul-
tant pour calculer la résolvante (absolue) se heur-
taient a deux défauts: apparition de facteurs et de
puissances “parasites” qui augmentent considérable-
ment la taille des polynémes nécessaires et réduisent
donc l'efficacité. Cet article présente un algorithme
simple et rapide (voir théoréme 4.7) qui calcule, sans
formation de facteurs parasites, le polynéme carac-
téristique d’un endomorphisme multiplicatif associé
& un invariant quelconque donné. Le polynéme ca-
ractéristique est une puissance de la résolvante pour
ce méme invariant. Ainsi le probléme des facteurs
“parasites” est résolu, reste encore celui de la puis-
sance “parasite”. L’algorithme proposé utilise es-
sentiellement le résultant et les modules de Cau-
chy qui forment une base de Grobner réduite de
’idéal des relations symétriques (pour Pordre lexico-
graphique). Si les calculs du théoréme 4.7 sont réa-
lisés modulo 'idéal des relations symétriques alors
la puissances & laquelle nous obtenons la résolvante
est réduite et les calculs intermédiaires accélérés. Si
les calculs modulaires n’aboutissent pas a la résol-
vantes mais & une puissance strictement positive (ce
qui est prévisible a prior: alors nous utilisons alors
le résultat de F. Lehobey [1997] pour éliminer ces
puissances en cours de calcul (ce travail fait réfé-
rence aux résultats de article). Ainsi le probleme de
la puissance parasite est également résolu (voir algo
6.10).

Dans le paragraphe 7 l'algorithme de calcul des
résolvantes est naturellement généralisé au cas des
multi-résolvantes — c’est-a-dire les résolvantes rela-
tives & un produit de groupes symeétriques. Les der-
niers paragraphes sont consacrés a 'implantation de
cette méthode, la comparaison avec d’autres algo-
rithmes algébriques ainsi que des améliorations.

2. NOTATIONS ET DEFINITIONS

— X désigne un corps de caractéristique 0;

— x est une variable indéterminée sur KX;

— f est un polynéme unitaire de K[x] de degré n;

- x1,...,%, sont des variables indéterminées sur X;

- Klzy,...,z,] désigne anneau des polynomes en
les variables x,...,x, et & coefficients dans X;

- X(x1,...,x,) désigne le corps des fractions de
JC[.CL’l,. M 7xn]7

— W est un polynome appartenant & K[z, ..., x,];

- a=(ay,...,q,) est une liste (ordonnée) formeée
des n racines du polyndéme f dans une cloture
algébrique X de X;

- \IJ(O[) = \I/(ala"' 7an);

— 6, désigne le groupe symétrique de degré n.

Definition 2.1. Le polynéme ¥ est dit d’arité m si
m est le plus petit entier j tel qu’il existe j entiers
distincts 4y,...,4; vérifiant ¥ € Kz, ,...,z;].

Definition 2.2. Si ¥(a) = 0 alors ¥ est appelée une
a-relation.

Definition 2.3. L’action du groupe symétrique G,, sur
W est définie par:

TV = V(2 (1), ..., % (n)) POUr tout 7 € &,.

Definition 2.4. L’action du groupe symétrique G,, sur
K™ est définie, pour tout o € &, et tout

ﬂ: (ﬂlw"aﬁn) Ej{n7
par B, = (Bo(1), Bo(2)» -+ » Bon))-

Definition 2.5. L’orbite de ¥ sous l'action d’un sous-
groupe L de G,,, notée L.V, est définie par:

LV ={rV¥|reL}

Definition 2.6. Soient L et H deux sous-groupes de
G, tels que L contienne H. Le polynéme W est dit
L-primatif H-invariant si H est le stabilisateur de ¥
dans L:

H =Stab,(V)={reL|7.¥ =V}

Lorsque L = &, linvariant U est dit également
H-invariant primatif.

Exemple 2.7. Soit H = &, X &,,_». Le polynome ¥ =
1 + x5 est un &, -primitif H-invariant.

Definition 2.8. Soient deux sous-groupes L et H du
groupe symétrique &,, tels que L contienne H. On
appelera Uensemble {7y,...,7.} une transversale a
gauche de L mod H si 7 H,...,7.H sont les diffé-
rentes classes & gauches de L mod H.

Definition 2.9. Pour ¢ = 0,...,n, la i-iétme fonction
symétrique élémentaire en xy,...,T,, notée e;, est
définie par ey =1 et

(= Y

meG, (v1-x;)

m  pour i > 1.
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Remarque 2.10. Rappelons que
f(@) =a"—ei(@)z" tex(a)a"*+ - +(=1)"en ().

Definition 2.11. Les n fonctions interpolaires intro-
duites par Ampere [1826] vérifient :

fi € Klwip, ... 2,][2] et deg,(f:) =1
et sont définies par f,(x) = f(x) et
_ fir1(®) = fira (Tig1)

L = Tit1

filz) = filz,@iqq, ...

y Tn)
pourn—12>1:¢>1.

Definition 2.12. Les polynomes fi(z1), fa(z2), ...,
fn(x,) sont appelés les modules de Cauchy associés
au polynéme f.

Definition 2.13. Soit L un sous-groupe du groupe sy-
métrique &,,. L’idéal

I ={r e X[zy,...,2,] | (Vo € L) (0.7)(a) = 0}

est un idéal radical appelé idéal des a-relations in-
variantes par L.

Definition 2.14. L’idéal IS», noté J, est connu sous
le nom d’tdéal des relations symétriques entre les
racines du polynome f.

Definition 2.15. Soit [I,, le groupe identité dans &,,.
L’idéal Il noté I,, est connu sous le nom d’idéal

des a-relations.

Remarque 2.16. Le quotient K[zy,...,z,]/J est ap-
pelé algébre de décomposition universelle.

Definition 2.17. Le sous-groupe G, du groupe symé-
trique 6&,, défini par

Go={0€6,|(Vred) (or)(a) =0}

est connu abusivement sous le nom de groupe de
Gualois de f. On le nommera groupe de Galois de
a.

Notation 2.18. Soit I un idéal de K[z, ...
© € X[z,,...,z,] notons O la multiplication par la
classe de © dans anneau quotient X[zy,...,x,]/I.
C’est un endomorphisme du K-espace vectoriel

Klzy,...,x,)/1.

,Z,]. Pour

Le polynéme caractéristique de ’endomorphisme 6
sera noté xe ;. Si I = J alors il sera noté simplement

Xo-

Definition 2.19. Soit L un sous-groupe du groupe sy-
métrique &,, tel que L contienne le groupe de Galois
G, du polynome f. La L-relative résolvante de f par
U (associée & la numérotation o), notée Ly 1 o, st
le polynome de K[T'] défini comme suit :

Ly o) = [] (T-6(a)).

Si L = &,, la résolvante est notée Ly ; et appelée
résolvante (absolue) de f par V.

Comme le groupe L contient le groupe de Galois
G, et que le corps K est parfait, par la théorie de
Galois, la résolvante appartient bien au corps X[T7].

3. POLYNOMES CARACTERISTIQUES ET RESOLVANTES

Dans ce paragraphe, le polynéme f est supposé
séparable (ses racines sont distinctes deux a deux)
et L désigne un sous-groupe de &, qui contient le
groupe de Galois G,.

Proposition 3.1. La variété de l’idéal IX dans une clo-
ture algébriques de X, notée V(IL), est l'orbite de la
liste a sous action du groupe L :

V(IE) = {a, | 0 € L}.

Comme le polynome f est séparadble, le cardinal de
cette variété est celur du groupe L.

Démonstration. La preuve est simple. Voir [Valibouze
1999]. O

Pour un idéal I radical, le théoréme de Stickel-
berger donne cette expression explicite du polynéme
caractéristique de ’endomorphisme U associé & un
idéal I (voir notation 2.18):

xur(T) = [ @-wu(8).
BeV(I)

Comme l'idéal IX est radical et que le polynome
f est séparable, il vient:

Xu2(T) = [[(T = (0.9)(w)).

En particulier pour I = J, I'idéal des relations
symétriques, on a:

xe(T) = [ (T = (0.9)(a)).

€S,

-1
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Soient H un sous-groupe du groupe L et T une
transversale a gauche de L mod H. Si ¥ est un L-
primitif H-invariant nous avons l'identité suivante
bien connue:

LupoT) = [T - (7.¥)(a)).
TET
En effet, pour tout 7 € T et pour tout h € H, on
a 7.W = 7h.W. De plus si 0 € T avec 0 # 7, alors
oV # 1.9,

Et nous obtenons (voir |Arnaudiés et Valibouze
1997 pour L = 6,,):

card(H)

X,z = (Lw,1,0) (3-2)

ou il apparait que le polynéme caractéristique s’ex-
prime comme une puissance de la résolvante absolue.

Dans le prochain paragraphe nous verrons com-
ment se calcule le polyndéme caractéristique yy lié
a lalgebre de décomposition universelle, puis dans
les suivants nous chercherons a calculer la résolvante
absolue a partir de la trame de l'algorithme de calcul
du polynoéme caractéristique.

4. CALCUL DU POLYNOME CARACTERISTIQUE DANS
L’ALGEBRE DE DECOMPOSITION UNIVERSELLE

Ce paragraphe énonce la formule de J. M. Arnau-
diés et l'algorithme de J. L. Lagrange puis il ter-
mine par un nouvel algorithme inspiré de celui de
Lagrange.

Rappel 4.1. Soient u et v deux polynomes de K[x],
avec u(z) = a[[",(x — B;) ou Bi,..., 0B, appar-
tiennent & une cloture algébrique de K. Le résultant
en z des deux polynomes u et v, noté Res,(u,v),
peut s’exprimer ainsi:

Res, (u,v)

— gdegw ﬁ o
i=1

4A. La méthode d’Arnaudiés

la méthode proposée dans [Arnaudies 1992] est
basée sur le résultant & n variables.

Notons z,; une indéterminée supplémentaire et
d le degré total de ¥ en zy,...,x,. L’homogénéisé
de ¥, noté U*, est donné par:

X X
* _ _.d 1 n
v _:cnﬂxlf( )

In+1 anrl

Notons Res(g1, ..., ¢,) le résultant de n polynomes
g1, ---,¢g, homogeénes non constants & n variables.

Théoréme 4.2 (Arnaudiés). Posons s; = e; — e;(«) pour
i = 1,...,n. Alors le polynéme caractéristique est
donné par:

= Res(s},...,s5, T2l —U").

’<n)

xu(T)

Ce théoréme démontré dans [Arnaudiés 1992| se
déduit de la formule de Poisson—Perron: voir [Ar-
naudiés 1989, p. 243|. Le calcul de résultant a n
variables s’avére trés colteux, cette méthode n’est
donc pas utilisable en pratique.

4B. La méthode de Lagrange

Ce paragraphe traduit en terme de résultants, la
méthode que J. L. Lagrange [1770] proposait pour
calculer la résolvante absolue Ly s et qui calcule le
polynéme caractéristique.

Soit (U;)o<i<y la suite finie définie inductivement

par Uy(T,xy,...,x,) =T —VU(xy,...,2,) et
UZ‘(T,IZ‘+1,...,IH) =
Res,, (f(xsy .. oyxn), Ui (T iy ...y 2y))

pour 1 < i < n. Alors, d’aprés le rappel 4.1 et
puisque f est unitaire:

:H H -H(T—\Il(ozil,...

tn=11%,_1=1 i1=1

y Q)

Les facteurs sur X du polynome U, (T") sont

— le polynéme caractéristique yy ;

— des facteurs dits parasites provenant des égalités
deux & deux, trois a trois, ...,n a n des indices
apparaissant dans les produits. Effectivement les
nombres algébriques tels ¥(ay, oy, as, ..., @),
Uy, Qpy gy 3y e eey Q)y vney Yoy, aqyeney )
sont racines de U,(7T) et ne sont pas racines du
polyndme caractéristique.

Ces facteurs parasites étaient déja signalés par
J. L. Lagrange. Ce sont des polynomes caractéris-
tiques associés a des invariants d’arité strictement
inférieure a celle de l'invariant W. Par décroissance
stricte de l'arité, il est donc toujours possible de dé-
duire le polynome caractéristique xg a partir du po-
lynéme U,. Donnons un exemple explicite :
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Exemple 4.3. Choisissons linvariant ¥ = x; + 2z, et
n = 2. Alors

U2 (T) = X¥ - X3z;

ol X3z, = Res,(f(z),T — 3x). De plus Ly ; = xu
puisque ¥ est un I,-invariant primitif.

La méthode proposée au paragraphe 4C évite la
formation des facteurs parasites et calcule donc di-
rectement le polynoéme caractéristique. Lagrange, qui
cherchait a calculer la résolvante, signalait égale-
ment la puissance parasite provenant des symeétries
de l'invariant ¥ et que nous retrouvons dans la for-
mule (3-2). Il est possible de diminuer la puissance
en cours de calcul (voir le paragraphe 6 consacré au
calcul de la résolvante).

4C. Méthode des modules de Cauchy

Notons fi,..., f, les modules de Cauchy associés
au polynome f (voir définition 2.12).

Definition 4.4. Soient r un entier positif et s un en-
tier compris entre 1 et n. La r-iéme fonction symé-
trique compléte, notée h,(xy,...,x,), est la somme
des monoémes de degré total r en xy,...,x,, avec
ho(xy,...,xs) = 1.

Le théoréme suivant permet de les calculer effica-
cement il se démontre facilement.

Théoréme 4.5 (Machi-Valibouze). Soit le polynome
f@)=a"+a 2" ' +ax™ +- +a,

a coefficients dans K. Posons ay = 1. Alors, pour
1 <r <n, le r-itme module de Cauchy associé o f
est donné par:

folz,) = Z hi(x,,...,¢.)a. ;.

En particulier f,(x,) =Y i hi(@n)an—; = f(z,) et
f1($1) = hl(l‘l, e ,$n) + Q.

Remarque 4.6. A. Cauchy donna la formule jusqu’a
n = 4. Une démonstration simple proposée par A.
Lascoux peut-étre faite & I'aide des différences divi-
sées; voir |Lascoux et Pragacz 1988|.

Le théoréme suivant donne une méthode explicite
du calcul du polynoéme caractéristique:

Théoreme 4.7. Soit la suite finie Ry, Ry,..., R, défi-
nie inductivement par Ro(T,xy,...,x,) =T — Vet

Ri(T, Liglye-- ,.fL‘n) =

Res,, (fi(z:), Ri 1 (T, i, ..., 2,))

pour 1 < ¢ < n. Alors le polyndéme caractéristique
est donné par

Xw (T) =R, (T)

Démonstration. Nous montrons le théoréme par récur-
rence sur n, le degré du polynome f.

Pour n =1, f = (r — «;), comme le polynome f
est unitaire nous avons bien:

Res, (f(21), T = ¥(x1)) = (T' = ¥(n)) = xu(T).
Montrons-le également pour n = 2. Nous avons
fa(z1,02) = 21 + 75 — €1 ()

et donc

Ri(T,xz1) = Res,, (fi(xy, @), T — VU (21, 23))
=T — U(zy,e1() — x3)).
D’ou
Ry(T) = Res,, (f(x2), T — Y (w2, e1(a) — 22))
= (T —Y(ay, e;(a) — ay))
X (T — (s, e1(a) — az))
= (T —V(ay,a))(T — ¥ (az,ay))
= xw(T)

Supposons désormais que le théoréme soit vrai
jusqu’a n — 1 dans tout anneau commutatif uni-
taire, donc en particulier dans X[z, ]. Ainsi, en po-
sant, F(z) = f, 1(z,z,) = f,_1(x) et en notant
anl(xnfl)7 Fn72(xn727xn71)7 e Fl(xh et 7xn71)
les modules de Cauchy associés & F', nous avons
Fi(zj,...,xy1) = fi(zj,...,2,) pour j =1, ..,
n— 1. Notons (y(x,), ..., Bn_1(x,) les n—1 racines
de F(x) dans une cloture algébrique de X[z,]. Par
hypotheése de récurrence et puisque F'(z) est uni-
taire, nous avons

d’apreés la formule (3-1).

R, (T,x,) =
I[I @-9@w@),...

T7€6, -1

) ﬁr(n—l) (xn)a xn)) )
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et donc

R,(T) =
H H (T - \Ij(ﬁ'r(l)(ai)v s 757—(77,—1) (ai)a ai))'
=1 7€6, 1

(4-1)

Or, pour t = 1,...,n, pour j = 1,...,n — 1 et
pour 7 € &,_;, nous savons que [(.(;(q;) est une
racine de

F(z) = f(z,q;) =

et est donc une racine de f distincte de «;. Ainsi,
les n! n-uplets (B1y(c), ..., Brn-1)(a;), ;) sur les-
quels s’évalue linvariant ¥ dans le produit (4-1)
sont les n! n-uplets (ay(1),...,Q(y)) 00 0 parcourt
GS,,. Ceci achéve la démonstration. O

floy) = f=)

o — T

Remarque 4.8. Comme le polynome f est supposé uni-
taire, alors chaque module de Cauchy f;(xy,...,z;)
est également unitaire en z; pour ¢ = 1,...,n. Dans
le cas oul f n’est pas unitaire, et ol a est son coeffi-
cient dominant, il suffit de poser g(z) = " ' f(z/a)
qui, lui, est un polyndéme unitaire. Pour garder le
polynome f, il faut alors introduire le coefficient do-
minant de f = f, ainsi que ceux des modules de
Cauchy fi,..., fo,_1 dans les calculs des résultants
successifs.

5. REDUCTIONS AVEC DES BASES DE GROBNER
5A. Bases de Grobner

L’idéal J est engendré par les n polynémes

€1 — 61(04), sy B en(a)'

Mais ces polynomes n’en forment pas une base de

Grobuner; voir |[Becker et Weispfenning 1993].
Rappelons le théoréme historique de Cauchy dans

lequel il énonce comment les utiliser pour évaluer les

polynoémes symétriques:

Théoréme [Cauchy 1882|. Soit F(xy,...,z,) un poly-
nome o coefficients dans X et symétrique en les va-
riables xq,...,x,. Pour éliminer x,,...,x, dans le
polynome F', il suffit de diviser successivement F par
les divers termes de la suite fi(xy), ..., fa_1(Tp_1),
fu(xyn), en considérant chaque f; comme une fonc-
tion de x;. Le dernier reste obtenu sera indépendant
de xy,...,x, et donnera la valeur F(aq,...,q,) en
fonction des coefficients de f.

Autrement dit, lorsque le polynome f est sépa-
rable, les modules de Cauchy de f forment une base
de Grobuer réduite de 1'idéal J des relations symé-
triques. Pour évaluer un polynéme symeétrique il suf-
fit de le réduire modulo I’idéal J.

Notation 5.1. Pour ¢ € [1,n], la notation J; désigne

I'idéal engendré dans Kl[z;,...,z,] par les modules
de Cauchy f;, ..., fn.

Il est bien connu qu’alors les polynémes f;, ..., f,
forment une base de Grobner réduite pour ordre
lexicographique de l'idéal J; [Becker et Weispfenning

1993|. Ainsi, en considérant X[z;,...,z,] comme un
sous-anneau de K[zy,...,z,]:
:]i :jm%[$1,,$n]

—{P eXlzs,... 1] | (Yo € &,) (0.P)(cr) = 0}.

En particulier J;, = 7.

Le théoreme de Cauchy se généralise facilement
ainsi:
Théoréeme 5.2. Supposons que le polyndome f soit ré-
ductible sur K: f = gh ou g,h € K[z] avec deg(g) =
m et deg(h) = p = n — m. Choisissons la numéro-
tation des racines du polynome f de telle sorte que
Q1, ..., Qpy Sotent les m racines du polynome g. No-

tons gi,...,9m les modules de Cauchy du polynome

g et hy,...,h, ceux du polynome h. Alors les n po-

lynomes gi,...,Gm,h1,..., h, forment une base de
& X6,

Grobner réduite de 1idéal 1,

Démonstration. ~ D’aprés |Valibouze 1999|, l'idéal
IS™"®" est engendré dans K[z1,...,z,] par idéal
dans K[zi,...,z,,] des relations symétriques entre

les racines du polyndéme g et 'idéal dans

iK:[I’m+17 Tt 7xn]
des relations symétriques entre les racines du poly-
nome h:

, S,
N : 0

(01yeey ) (Cm41yeeyn) "

5B. Réduction modulo un idéal triangulaire
Definition 5.3. Un ensemble 1" de n polyndémes de
K[z, ..,z,] est dit triangulaire de K[zy,...,x,]

si T = {pi(x1),...,pn(x1,...,2,)} o0 chaque po-
lynome p; est unitaire en z; avec degré(p;,z;) > 0.

Definition 5.4. Un idéal J est dit triangulaire s’il est
engendré par un ensemble triangulaire.
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Exemple 5.5. L’idéal J est un idéal triangulaire, ainsi
que lidéal I " defini au théoreme 5.2.

Soit maintenant J un idéal triangulaire, engendré
par ’ensemble triangulaire :

{p1(z1),p2(x1,22), ..y Pu (1, ..y x0) )

Réduire le polynome © de K[z,,...,z,] par 'idéal
J revient a réaliser successivement des divisions eu-
clidiennes par chaque polynome p; considéré comme
un polynoéme en x;, pour j € [1,n]. Le reste de cette
division appartiendra au quotient K[z, ...,z,]/d.

Notation 5.6. Pour © € K[z;,...,z,][T] le résultat de
cette réduction sera noté © mod J.

Algorithme 5.7 (Réduction).
entrées: © € K[xy,...,z,|[T]

P1,- .., Py une base triangulaire de J
sortie: ® mod J

resultat <— ©
pour j€ [1,..,n] répéte

resultat < Reste(resultat,p;, x;)
renvoie resultat

Ou Reste(p, q, xy) est le reste de la division eucli-
dienne de p par ¢, considérés comme des polynomes
de K[xy, ... @y 1, Tg1ye oy Ty T[]

6. CALCUL DE LA RESOLVANTE ABSOLUE

La formule (3-2) montre que le polynéme carac-
téristique est une puissance de la résolvante. Cette
partie est donc consacrée & 1’élimination de cette
puissance. Le paragraphe 6A rappelle les résultats
de F. Lehobey sur ce point et le paragraphe 6D
montre comment certaines puissances sont éliminées
lorsque les calculs sont réalisés dans l'algebre de dé-
composition universelle.

Les modules de Cauchy du polynome f sont notés

fioeoos fur

6A. Méthode de Lehobey

Dans la pratique, le calcul de la résolvante Ly (1)
ne se réalise pas sans réduire la puissance parasite
due aux symétries de 'invariant ¥ a chaque étape de
'algorithme 6.3 (voir (3-2)). La formation de cette
puissance est illustrée au travers de l'exemple sui-
vant :

Exemple 6.1. Fixons n = 3 et choisissons ¥ = 2z3 +
T, +xy un Sy-primitif H-invariant ot H = G, X G;.
D’apres la définition de la suite (R;); du théoréme
4.7, il vient :

Rn—l(Ta 1‘3) =
Res,, (f2(72, T3), Res,, (fi (71, w2, 3), T — ¥)).

Il est alors possible d’éliminer des symeétries a ce
niveau puisque :

Ry(T,x3) = (T — (273 + By (w3) + ﬂz(»%)))zu
ou (Bi(x3) et Ba(xz) sont les racines de fo(x) dans

K[zs][x]. En posant Vi(T,x3)* = Ry(T,x3), nous
avons finalement :

Ly ;(T) = Resy, (f3(x3), Va(T, x3)).

Nous constatons que nous obtenons la résolvante
au lieu de son carré donné par la formule (3-2).
Cet exemple montre également qu’il est préférable
d’é¢liminer d’abord les symétries.

L’exemple 6.1 suppose connu le polynéme V, qui
se calcule par la méthode de F. Lehobey [1997].
Cette méthode s’appuie sur le théoréme 6.2 et abou-
tit & algorithme 6.3 exposés ci-apres.

Le théoréme 6.2 explicite le degré de chaque puis-
sance superflue qui apparait aprés un calcul de ré-
sultant.

Théoréme 6.2 (Lehobey). Soient A un anneau intégre
de caractéristique nulle, f € A[z] un polynome uni-
taire, de degré n; H, un sous-groupe de S, ; ¥V €
Alxy,...,z,] un H,-invariant primitif; fi,..., fa,
les n modules de Cauchy de f et H; = Stabg, (¥),
pour 1 <1 <n—1, lesn —1 stabilisateurs sur S;
de U considéré comme un élément de

Alxipr, . xp][@n, .. 2]
Soit Uentier m; défini par:
card H,; .
mizm pour 1 <1 < n,

avec card Hy = 1. Alors la suite finie Vy, ..., V, dé-
finie récursivement par Vo(T,xy,...,2,) =T — ¥
et

VYZ(TJ Lit1y.-- 7*In) =
(Resg, (fi(@:), Viea (T 24y - .-
calcule la résolvante de f par V:

Ly f(x) =V, (2).

)
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6B. La racine r-ieme

L’algorithme de calcul de la résolvante (6.3) ainsi
que les algorithmes qui en découlent, font appel a la
fonction racine() définie de la fagon suivante :

Soient A un anneau commutatif de caractéristique
nulle quelconque, m un entier positif et p un po-
lynome de Kzy,...,z,,] unitaire en z;, pour i €
[1...m]; alors pour tout k¥ € N la fonction

racine(p®, k, ;)

retourne le polynéme p. Cette fonction est basée sur
le travail de P. Henrici [1956].

6C. L'algorithme de calcul de la résolvante
Algorithme 6.3 (Résolvante).
entrées: f : un polynome de K|[z]
U: un polynome de Kz, ...
primitif
puissancesParasites : une liste d’entiers contenant
les degrés des puissances parasites
sortie: la résolvante de f par ¥

,x,] H-invariant

resultat < T — U
pour cm dans modulesDeCauchy(f, [z, ...
v dans [zy,...,z,]
pp dans puissancesParasites
répéte resultat +
racine(resultant(cm, resultat, v), pp, T)
renvoie resultat

Ou:

) Tn))

— la fonction modulesDeCauchy(f, [z, ..., 2,]) ren-
voie la liste [fi(xy),..., f.(x,)] des modules de
Cauchy de f;

— racine(f,n,y) calcule la racine n-iéme de f comme
polynome en y (voir section 6B);

— la liste des puissances parasites puissancesPara-
sites est fonction de l'invariant. Elle peut étre
calculée en utilisant des stabilisateurs (voir théo-
réeme 6.2) avec le logiciel GAP [Schonert et al.
1995] ou par la factorisation des calculs intermé-
diaires.

Démonstration. Cet algorithme découle des théorémes
4.7 et 6.2. O

Exemple 6.4. Prenons le polynoéme

f =25 —2432% + 729

et Pinvariant ¥ = x5z + x324 + T122. Le temps né-
cessaire au calcul du polynéme caractéristique puis
a celui de la résolvante & partir de la formule (3-2)
est de 1 heure et 40 minutes. Avec 'algorithme 6.3
le temps nécessaire au calcul de la résolvante n’est
plus que de 1 seconde.

6D. Calculs modulo I'idéal des relations symétriques

L’un des inconvénients de 'algorithme 6.3 est la
croissance des degrés en les variables x4, ..., x, dans
les calculs intermédiaires du polynéme resultat. Nous
étudions donc le moyen de controler cette croissance
par réductions utilisant des divisions euclidiennes.
Nous constaterons que la méthode employée abou-
tit parfois & I’élimination de plusieurs variables lors
d’'un méme pas de boucle. L’élimination prématu-
rée des variables par réduction n’occasionne donc
aucune puissance superflue. Une réduction est alors
équivalente & autant de pas de I'algorithme 6.3 que
de variables éliminées prématurément par réduction.

Réduction de polynémes. Soit ¢ € [1,n]. Puisque f;,

.+, fn est une base de Grobner réduite de 'idéal J;
de dimension zéro (voir notation 5.1), ’anneau quo-
tient K[z;,...,x,]/J; est engendré en tant que K-
module par les monomes m tels que, pour j € [i,n],
degré(m,z;) < j = deg, (fj(x;)) (voir définition
2.12). Autrement dit :

:K:['xia"'a'mn]/ji: @ Kxflel”

0<b; <y

Ainsi les degrés en z; (0 < j < n) des polynomes
de l'algorithme 6.3 peuvent étre controlés pour ne
pas dépasser 5 — 1.

Notation 6.5. Soit I un idéal quelconque. La notation
expression mod I,

qui désigne le résultat de la réduction de expres-
sion modulo I'idéal I, sous-entend que tous les cal-
culs d’expression sont effectués modulo I’'idéal I.

Elimination automatique des puissances superflues. Com-
menc¢ons par des exemples qui illustrent comment,
aprés une réduction, des variables peuvent étre éli-
minées prématurément évitant ainsi, d’une part, des
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calculs de résultants et, d’autre part, 'apparition de
puissances superflues.

Exemple 6.6. L’arité de I'invariant est importante, ce
que 'on peut voir de la fagon suivante: Prenons un
polynéme f de degré 4. Supposons que ¥ = x4+ 2z
ou 2 est donc l'arité de ¥ (voir définition 2.1). Soit
So = (T —¥) modJ =T — (x4 + 2x3), puis S} =
Res,, (f3(x3,24),S0) = T° + (2 — xy)T? + T'(323) +
5x3 + 622 = S; mod J4. Alors

Sy = Res,, (fa(4), S1)
=T 4+ 9T + 33" + 637° + 407T°
— 12077 — 346T° — 3361° + 234871
+ 733273 + 741612 + 388871 + 5864

- Lq;’f

Le calcul de la résolvante s’est alors réalisé en évitant
deux résultants et par conséquent sans ’apparition
de puissances superflues induites par ces résultants.
De maniére générale, sim < 1et ¥ € K[z,,,...,x,]
est un &,,_,,-primitif K-invariant alors le calcul de
la résolvante se réalise sans les m premiers résul-
tants définissant la suite (R;); du théoréme 4.7. Ces
premiers résultants sont nécessaires au calcul du po-
lynéme caractéristique mais parfaitement inutiles a
celui de la résolvante. De plus, ils introduisent une
puissance superflue égale & m!. En effet, si la suite
(R;); du théoreme 4.7 est modifiée en ignorant les
m premiers termes et en posant

Rm+1 =T - \Ij('xma cee 7xn)7

alors
Xv = R::' et Rn = (L‘Ihf)card(K).
Exemple 6.7. Prenons f = z* + 2® + 2 et choisissons
U = 324 + 2122 un Dy-invariant primitif (o Dy est
le groupe diédral). Le calcul du polynéome
So = (T - \I/) mod J]_

aboutit & Sy =23 + (-2 x4 — 1) 23 — 2] —x, + T.
Les variables z; et x5, sont éliminées sans un calcul
de résultant. Le calcul du polynéme

Sl = Reszs (fg(.ff)g), So) mod :]4

aboutit & S; = T% — 8 T'— 2. Comme le degré du

polynome S est égal a celui de la résolvante Ly f,
le théoréme 6.8 nous assure que ces polynémes sont
égaux.

Théoréme 6.8. Posons I, = (0) et définissons la
sustes finie d’entiers (k;)o<i<; (k; € [0,n]) et la suite
finie de polynomes (S;)o<i<; de la maniére sutvante:

— Uentier naturel n — k; +1 est larité du polynome
S; qui appartient o K[T[xy,, ..., T,];

— Uentier j est le plus petit entier i tel que k; = n+1
(i.e Uarité de S; est nulle);

— Au départ:

So(T,xpyy - xy,) =T — V¥ modIy

et pour i € [0, j[

SiJrl (T7 Lhipryr - 7In) =

Reswki(fki (xki)7 Si (Ta Lhiyee- 7xn))1/mki mod jki-i-lv
ot Uentier my, est celui défini au théoréme 6.2.

Alors le dernier terme de la suite est une puis-
sance de la résolvante cherchée:

S;(T)" =Ly (T) pour m > 0. (6-1)

Démonstration. La démonstration se déroule en trois
étapes. La premiére montre que ’on peut remplacer
chaque V; de la suite (V;); définie au théoreme 6.2
par V; mod J,,;. La seconde montre que l'on peut
réaliser tous les calculs de la suite (V;); modulo les
idéaux J; (j € [1,n]) et la troisieme étape montre
comment éviter des calculs en tenant compte des
variables éliminées prématurément.

Soit W =V, mod J, 1, c’est a dire, d’apres 'algo-
rithme 6.10, V; = 37, | $f;(x;) + W ou $ désigne
un polynoéme quelconque (en Poccurrence un quo-
tient d’une division euclidienne par f;(z;)). Alors
dauns les résultants successifs définissant Vi, 1,...,V,,
le polynome V; peut-étre remplacé par le polynéme
W sans que le polynoéme V,, soit modifié, puisque ces
résultants sont réalisés avec les polynomes f; (x4 1),

Maintenant posons P = Res,, (fi(z;),Vi_1) = V™
et S = P modJ;,, c’est & dire, d’aprés ’algorithme
6.10, P =377 .. $f;(z;) + 5. Alors S = W™ mod
Jip1. Ainsi, en remplacant V; par S/™ mod J,,,
dans la suite (V});, le résultat V,, = Ly ; n’est pas
modifié.

Tenons compte maintenant des variables de W.
Supposons que le polynéme V; soit remplacé par W
dans la suite (V;);. Nous avons donc

‘/;Ti+1 = Resxi+1 (fi+1 (xi-i-l)? W)
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Si W ne dépend pas de 4, alors V7 = Wit
Ainsi, si Vi, est remplacé par W dans la suite (V});,
alors V,, = Li;f}/mi“. O

Remarque 6.9. Dans 1’équation (6-1), I'entier m sera
égal & 1 si les résultants évités par élimination pré-
maturée des variables (voir la derniére partie de la
démonstration) correspondent a des symétries de
Pinvariant ¥ et non pas au fait que linvariant W
n’est pas séparable. Par exemple, si ¥ est un H-
invariant primitif, ot H est un sous-groupe propre
de G, et que ¥ — ¥(«) € J, alors ip = 0, S;, =
T —¥(a) € K[T] et Ly ;= S Lidentification
du groupe de Galois du polynoéme f se réalise avec
les facteurs simples des résolvantes. Donc, en pra-
tique, dés que le programme détecte que le saut de
plusieurs résultants n’aboutira pas au calcul exact
de la résolvante (i.e. m = 1), il sera stoppé pour
choisir un autre invariant du méme groupe ou pour
transformer le polynome f. Cette détection se fait
avec les degrés des modules de Cauchy et les entiers
m; de Lehobey dés que le calcul d’un résultant est
évité.
Algorithme 6.10 (Calcul de la résolvante avec réductions).
entrées: f : un polynome de X[z],

U: un polynome de Kzy,...,z,]

primitif
puissancesParasites : une liste d’entiers contenant
les degrés des puissances parasites

sortie: la H-résolvante de f par ¥

H-invariant

varutiles < variables(V)
cm <— modulesDeCauchy( f, varutiles)
resultat <— T — W
tant que arite(resultat) # 1 répeéte

v = main Variable(resultat)

k < position(v, varutiles)

pp < puissancesParasites[k]

resultat <

resultant(cml[k], resultat,v)'/?? mod J; 4

renvoie resultat

Ou:

— la fonction arite(P) renvoie Parité de P,

— la fonction position(v,lv) renvoie la position de v
dans la liste lv,

~ la fonction mainVariable(P) renvoie la variable
principale de P,

— la notation ([k] désigne le k-iéme élément de la
liste 1,

— la fonction wvariables(P) renvoie la liste des va-
riables de P,

— la fonction modulesDeCauchy(f, [z, ..., 2,]) ren-
voie la liste [fi(xy),..., f.(x,)] des modules de
Cauchy de f,

— lidéal J;,, est défini notation 5.1,

— la notation P mod J;; est décrite en notation
6.5,

— le calcul de P* mod J est réalisé a laide de la
fonction racine(p, k,v) décrite au paragraphe 6B.

— La liste des puissances parasites puissancesPara-
sites est fonction de l'invariant. Elle peut étre
calculée en utilisant des stabilisateurs (voir théo-
réeme 6.2) avec le logiciel GAP [Schonert et al.
1995] ou par la factorisation des calculs intermé-
diaires.

7. GENERALISATION AUX MULTI-RESOLVANTES

Soient F = (fM,...,f”) un p-uplet de poly-
nomes de K[z] de degrés respectifs dy,...,d, et d =
dy + ---+ d,. Donnons-nous 1,...,x, des indéter-
minées. Soit 5 la liste des racines des polynomes
de F, ordonnées ainsi: 2, = (QW,..., Q@) ou QW
est une liste quelconque des racines du polynéme
% pour i € [1,p].

Fixons ¥ € Klzy,...
et X de.

,xq] et posons § = &, x

Definition 7.1. La multi-résolvante absolue de F par
W, notée Ly r, est la résolvante relative Ly g0, . La
multi-résolvante de F' est donc le polynéme

Lor= [] (v—0(Q0)

0cs.¥

Pour calculer une multi-résolvante, il suffit d’uti-
liser les algorithmes de calcul des résolvantes congus
pour des invariants avec des coefficients non nu-
mériques. Dans la pratique, le corps X peut étre
remplacé par un anneau inteégre de caractéristique
nulle (voir théoréme 6.2). En ce cas l'invariant ¥
est considéré successivement comme un polyndome

en (zy,...,xq ), puisen (Tg, 11y, T 4dy)s - - - » PUIS
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enfin en (Tg,4..qd,_141,--->%aq). L'algorithme de cal-
cul d’une multi-résolvante est donc le suivant.

Algorithme 7.2 (Multi-résolvante absolue).

entrées: F' = [f1) ...
de K[x]
U: un polynome de K[zy,...
invariant primitif
Ipp : la liste des degrés des puissances parasites
lvar: la liste des variables x4,...,x,
sortie : la multi-résolvante de F' par ¥

, f®]: une liste de polynomes

,&,] qui est H-

resultat < T'— U
cem [ ]
toutes Variables < variables(V)
pour i € [1..p] répéte
fe Fli
varutiles < variablesDuBloc(V, lvar, i, F)
cm < cons(modulesDeCauchy(f, varutiles), cm)
resultat <— resultat mod (cm)
tant que arite(resultat) # 1 répéte
v < main Variable(resultat)
k < position(v, toutes Variables)
pp < lpplH
resultat <
resultant(cml[k], resultat,v)*/?? mod (cm[k+1..n))
renvoie resultat

Ou:

— wariablesDuBloc(V, lvar, i, F') renvoie les variables
du polynome ¥ associées au polynome F[i],

— la fonction arite(P) renvoie l'arité du polynome
P,

— la fonction position(v, lv) renvoie la position de
I’élément v dans la liste v,

— la fonction main Variable(P) renvoie la variable
principale du polynéme P,

— la notation [[k] désigne le k-iéme élément de la
liste [,

— la notation [[k .. j] désigne les éléments k, k + 1,

.., j de la liste [,

— la fonction cons(e,l) renvoie la liste composée de
I’élément e et de la liste [,

— la fonction wvariables(P) renvoie la liste des va-
riables du polynéme P,

— la fonction modulesDeCauchy(f,[z1,. .., x,]) ren-
voie la liste [f1(z1),..., fu(z,)] des modules de
Cauchy du polynome f,

— la notation (cm) désigne l'idéal engendré par les
polynomes de cm,

— DPexpression P mod J qui désigne la réduction
du polynéme P modulo I'idéal J est décrite en
notation 6.5,

— le calcul de P'/* mod J est réalisé a l’aide de la
fonction racine(p, k,v) décrite au paragraphe 6B.

Voyons sur un exemple comment ce calcul est réa-
lisé avec la méthode proposée dans cet article:

Exemple 7.3. Prenons les polynomes f = 22 + 5z — 89
et g = 22 — 9z — 23 et Vinvariant ¥ = x 23 + 2,27,

Soient fi(x1,xs) = 3 + 2, — 9 et fo(x,) = 23 —
9z, — 23, les modules de Cauchy associés au poly-
nome f. Soient g;(x3,x4) = x4 + 3 + 5 et go(x3) =
x3 + 5x3 — 89, les modules de Cauchy associés au
polynome g. Nous avouns la liste em = [g1, g2, f1, f2]-
Calculons la suite (R;); correspondant & la suite des
valeurs prises par la variable resultat de I’algorithme
7.2.

Ry =T — ¥ mod (cm)
= (—115x; + 1026)25 — 10152, + T + 9135,
R, = resultant, (R, go) mod (f1, f2)
=T? + (—1455T + 6343920)x,
+ T + 131407 — 73902264,
R, = resultant,, (R, fo)
=T" + 13185T° — 1388095231
+ 2004291939607 + 316431786384576.

Alors R2 = Lq;7(f7g).

8. IMPLANTATION

Le systeme de calcul formel Axiom |Jenks et Sutor
1992] a été choisi pour 'implantation des différents
algorithmes. Ce choix est motivé par la grande mo-
dularité d’Axiom, parfaitement adaptée aux mathé-
matiques. L’implantation se veut aussi générale que
possible. Ainsi le choix du domaine de polynémes est
laissé libre & l'utilisateur des différents programmes.

8A. L'organisation générale

La figure 1 décrit Porganisation des différents pa-
quets (packages), domaines (domains) et catégories
(categories).
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PolynomialCategory

CompleteSymmetricFunctiX

MonicPerfectNthRoot
(dit racine dans le texte)
CauchyModuli

</

CauchyModuliResolvent

FIGURE 1. Organisation du logiciel.

8B. Un exemple commenté

Voici comment en Axiom obtenir la résolvante
Lo s comme polynéome en la variable y, ou f =
2°+ 4zt — 1722 — 2> + x+ 1 et © = wyx? + z32? +
To3 + T5x] + 1123,

x1:=monomial (1$DP,variable (x1)$(0OVL)::
x2:=monomial (1$DP,variable (x2)$(0OVL)::
x3:=monomial (1$DP,variable (x3)$(0OVL):
x4:=monomial (1$DP,variable (x4)$(0OVL)::
x5:=monomial (1$DP,variable (x5)$(0VL)::
x6:=monomial (1$DP,variable (x6)$(0OVL)::

Définition des domaines utilisés. La variable R repré-
sente 'anneau de base (dans ce cas Z):

R:=Integer

La variable POL représente ’anneau de polyndome
R[z] (ici Z[z]). La variable x est définie comme le
polynéme x :

POL:=UnivariatePolynomial (x,R)
x:POL:=x

Le choix de la représentation des polyndémes de
R[Z1,...,T,,y] est relativement vaste. Des tests ont
montré que les performances varient de fagon signi-
ficative selon l'implantation choisie. La représenta-
tion récursive des polyndmes est particuliérement
adaptée aux algorithmes 6.3 et 6.10. La variable
OVL désigne le domaine des variables de ’anneau
de polynome R[zy,...,z,,y]. La variable DP désigne
lanneau de polynomes R[xy, ...,z y]:

lv:=[x6,x5,x4,x3,x2,x1,y]
OVL:= OrderedVariableList (1v)
DP:=SparseMultivariatePolynomial(R,0VL)

Les variables x1, ..., x6 représentent les poly-
nomes xi,...,rs de DP:

(0VL), 1) $DP;
(0VL), 1) $DP;
:(0VL), 1) $DP;
(0VL), 1) $DP;
(QVL) , 1) $DP;
(OVL) , 1) $DP;

Instanciation du paquet principal. La variable DRES représente une instance du paquet CauchyModuliResolvent
paramétré par les types définis précédemment. La signature du paquet CauchyModuliResolvent est la

suivante :

CauchyModuliResolvent (R,E,0V,P,X Y): Public
R :EuclideanDomain

0OV : OrderedSet

: OrderedAbelianMonoidSup

: PolynomialCategory(R,E,0V)
: Symbol

: 0V

= > Y™

(
(
(
(
(
(

Private where

correspond & anneau de base)

correspond au domaine des exposants du domaine de polynomes)
correspond au domaine des variables du domaine de polynomes)
correspond au domaine de polynémes multivariés)

correspond & la variable x du polynome de départ)

correspond & la variable de la résolvante)

DRES:=CauchyModuliResolvent (R, IndexedExponents(0VL) ,0VL,DP,’x,’y: :0VL)

Utilisation du paquet. La variable thetaGl représente l'invariant © ; la variable f représente le polynéme f;
la variable 1pp représente la liste des puissances parasites (voir théoréme 6.2).
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thetaGl:=x4*x5"2+x3*x4~2+x2*%x3"2+x5*x1"2+x1*x2"2
f:=x"5+4*x"4-17*x"3-x"2+x+1
lpp:=[1,1,1,1,1,5]

La résolvante de £ par thetaGl s’obtient par la commande suivante:
rl:=resolvent (f,thetaGl,lpp)$DRES
Le résultat est le suivant :

thetaGl:=x4*x5"2+x3%x4"2+x2*x3"2+x5*x1"2+x1*x2~2
2 2 2 2 2
(106) x4 x5 + x1 x5 + x3 x4 + x2 x3 + x1 x2
Type: SparseMultivariatePolynomial(Integer,OrderedVariablelist [x6,x5,x4,x3,x2,x1,y])
Time: 0.05 (IN) + 0.02 (OT) = 0.07 sec

f:=x"b+4%x"4-17*x"3-x"2+x+1
5 4 3 2
(107) x +4x - 17x -x +x + 1
Type: UnivariatePolynomial(x,Integer)
Time: 0.03 (IN) = 0.03 sec

rl:=resolvent (f,thetaGl,[1,1,1,1,1,5])$DRES

(108)
24 23 22 21 20 19
y - 390y + 31765y + 4780444y - 647704873y - 29613862040y
18 17 16
4952685405792y  + 162526229247165y - 19020045312189109y
15 14
- 789049792414412487y  + 28429669450472325254y
13 12
+ 2033502682726556521322y  + 20740342899934941360904y
11 10
- 1053157069581828323779746y - 32557903559648254823580435y
9 8
- 104470564098416503608748049y + 10468326081468786710315799331y
7 6
+ 194777917508064488992955129653y + 141850166083564860766030651571y
5 4
- 40049172378844668175673051246282y - 535229018893816475452407292822548y
3
- 678630031684626941978361684969815y

+

2
+ 54559355718963585052978366769531424y
618019689068720129370987442816431340y
+ 2646070054199041746352956015103736544

+

Type: SparseMultivariatePolynomial(Integer,OrderedVariablelist [x6,x5,x4,x3,x2,x1,y])
Time: 0.02 (IN) + 27.36 (EV) + 0.07 (OT) + 9.32 (GC) = 36.76 sec
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9. TEMPS DE CALCULS ET COMPARAISONS AVEC SYM

Nous comparons maintenant les différents algo-
rithmes de article et le logiciel SYM [Valibouze
1989] qui integre différents algorithmes de calcul de
résolvantes dont un algorithme général basé sur le
calcul des fonctions puissances des racines de la ré-
solvante. Lorsque la forme de 'invariant induit des

formules closes de ces fonctions puissances, le logi-
ciel SYM offre des algorithmes spécialisés. SYM est
une extension du systéme de calcul formel Mazima
[Maxima > 1999].

Les temps donnés correspondent aux temps “ma-
chine” donnés par les différents logiciels. Ils ont été
mesurés sur un Pentium Pro & 200 Mhz doté de 512
Mo de mémoire vive.

L H L-primitif H-invariant

Gg T, T5TE + 1472 + 1375 + 22k + 162? + 1123

Gg T (506 + T3x4 + T122) + 2(Tawe + T3x5 + T2e + T2y + T1T5 + T123) + (a5 +
ToXs + T1Tg)

S¢ Ts (506 + Taws + T3x4 + To2x3 + T1T6 + T1T2)

Gg T, (w622 + x4x? + T573 + 1322 + 2475 + TeTE + T22? + 1373 + 1128 + T52d + 117k +
T273) 4+ 2(T3T5T6 + T2TaTs + T2T3Te + T1T4Ts + T1T3T4 + T1T2T5) + 3(T322 +
TeT3 + 272 + 1575 + 1107 + 147%) + 4(U3T4T6 + T2T5T6 + T2T3T5 + T1T4T5 +
T103%6 + T1X204) + 5(X3T4%5 + ToXaT + T1T5T6 + T1T2T3)

Gs 15 mx% + xgxg + xgxg + xgxﬁ + xwf + xw%

Ge | Ts T3T5T6 + TaT4Ts + T2T3T6 + T1T4Te + T1T3T4 + T1T2T5

Se | T12 T3T5Te + T3T4Te + T2T5T6 + T2T4T5 + T2T3T4 + T1T4Te + T1T4T5 + T1T3T5 +
T1T2T6 + T1ZT223

66 T14 $3$5I4I6(l‘3$5 + .1‘4%(3) + .1‘2$4$5l‘6($2l‘4 + .1‘5%(3) + .1‘4$5.1‘1.1‘6(Z4l‘5 + $1$6) +
Tosx3xe(Taws + T3x6) + T123T5%6(T103 + Tsxs) + Tawer1T5(Toxs + T125) +
T3T4T2T6 (T34 + ToT6) + T174T3%6(T174 + T3T6) + T1T27476(T1T2 + TaT6) +
T22371T6(T223 + T1T6) + T2¥3T4%5(T203 + T4T5) + T3T47105(T3T4 + T175) +
T1T4ToT5 (D124 + T2%5) + T12223T5 (0172 + T3%5) + T1T3T204 (123 + T274)

66 62 X 62 X 62 T1To — I3T4

G Ty T7x8 + T3T6 + Tos + T1x4 + 2(wexs + T3x5 + T2 + T1T7)

Gs | Tyr T1T2T3T4 + T5TeT7Ts

Sy T4 (X4Z6X7 X9 +T4T52628 +T3T5T8Ty +T3T5T6L7 +L3Lalr Ty + ToaLr Ly +TaT5T6Ty +
T2T4T5L7 +T2T3T6L8 + T2T3L4T9 + T1T6T8T9 +T1T5L7X8 + LT1T4T5T9 +T1T3L7T9 +
T1T3T4T6+T1T2T6L7+T1T2T4T8 +x1x2x3x5)+2(3§4x5x7x8 +X4T5T6X9+T3L7T8T9+
T3T5TEL8 + T3L4TeT7 + LoTgTy Ly + ToX5TeT7 + LoTaT7Ly + T2X3T5T9 + LoT3L4Tg +
T1TT7L9 +T1T5L8T9 + L1 T4TeL + T1X3T5T7 + L1 T3L4L9 + T1T2T7T8 + L1 T2XT4 L5 +
561332563566)

Sy T TeL7TRTY + T5TeT7Ly + LaT5L8T9 + T4T5T6T7 + T3TL5L7L9 + T3T4T§Ty + T3T4L7T8 +
T3T4T5L6 + ToT5T7T9 + ToTaT7Lg + ToLaTgTy + ToTaTelyg + T2X3T7T8 + LoaT3TeL7 +
ToT3T4T5 +T1T7L8T9 + L1 T5L6L9 + T1T4TTg + L1 T4T5L9 + T1X3TTg + L1 T3T5T8 +
T1T3T5T7 + T1T2X8T9 + T1T2TeX7 + T1T2T5T6 + T1T2T3L9 + T1T2T3T4

S, A x 6, H1§i<j§r (zi — ;)

TABLEAU 1. Polynomes invariants utilisés dans les calculs des résolvantes et multi-résolvantes. Pour un degré

donné n, la notation T; désigne les sous-groupes transitifs de &,, décrits dans [Butler et McKay 1983].
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Le tableau 1 donne les polynémes invariants que
nous avons utilisés dans les calculs des résolvantes
et multi-résolvantes. Les invariants ont été calculés
par le programme Primitive Invariants [Abdeljaouad
1999.

Calcul de résolvante absolue: algorithmes généraux. Pour
f =% —2432? + 729, les temps sont :

Groupe Algo. 6.10 Algo. 6.3 SYM
T 41’ * *

T, 41’ * *

T; 57 * *

T, 1h20’ * *

T 1h30' 6h *

Ts 2h * *
Tio 2h 5h55’ Th7
Tia 11 6h *

Gy x 6y, x 6, 310" 330" 6’8"

*: calcul non terminé.

Calcul de résolvante absolue: algorithmes spécialisés. On
prend maintenant le cas des invariants de faible arité.
Fixons f = 27 4 82 — 52* — 1822 + 2 — 1. Les temps
sont :

Groupe Algo. 6.10 Algo. 6.3 SYM
L1Lo — X3La 3'10" 2, 5"
I + 2$2 + 3$3 ].7].” ]_28” 2h23’
T T3 18'26" 48 16'16"
T1T2T3 200" 250" 2,5"

Calculs de multi-résolvantes absolues. Fixons

F=(fW,f@ f® 1)
ou:
Y = 2% 4+ 60955191398892092902:>
+ 14888192843637255648
+ 3495901233607471790

f® = 2% +175953191544605503442>
+ 11186788950436463054x
+ 11049608948604938510

F® = 2 + 8358081594339387494
FY =z + 4843668258729955558

Les temps mesurés sont les suivants:

Groupes Algorithme 7.2 SYM
Ay x 6y 0,27 15h20’
Tyr 0,06" *

T, 5, 46" *

*: temps de calcul supérieur a 2 jours.

Fixons maintenant P = (p(!), p? p® p®) ou:

p =2t +1192° + 44202 + 2 — 1

p? = 2® 4+ 175953191544605503442>
+ 11186788950436463054x
+ 11049608948604938510

p® =z + 8358981594339387494
p =z + 4843668258729955558

Groupes Algorithme 7.2
T4 0,05"”
T 1h2g&’

10. CONCLUSIONS

Cet article a montré comment éviter les deux prin-
cipaux défauts des méthodes de calcul de résolvantes
basées sur le résultant (facteurs parasites et puis-
sances superflues). L’algorithme auquel nous avons
abouti (algorithme 6.10) a permis de calculer des ré-
solvantes qui n’étaient pas calculables par d’autres
méthodes (par exemple: la résolvante de 7 en de-
gré 6). Les algorithmes spécialisés implantés dans
SYM peuvent étre beaucoup plus rapides (cas des
résolvantes produits, symétriques) mais ce n’est pas
toujours le cas (résolvantes linéaires, résolvantes mo-
nomiales). Pour les invariants de grande arité, les
temps de calcul restent élevés et au deld du degré
7, de nombreux exemples n’aboutissent pas. En re-
vanche, 'algorithme de multi-résolvante (algorithme
7.2) est tres efficace.

DISPONIBILITE ELECTRONIQUE

Les rapports internes et techniques sont dispo-
nibles sur le serveur http://www.lip6.fr/reports/ .
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